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В данной работе изучены непрерывные случайные процессы с нечеткими состояниями. Установлены

свойства их числовых характеристик — нечетких ожиданий, ожиданий и ковариационных функций.

Основное внимание уделено классу стационарных нечетко-случайных процессов. Для них обосно-

вано свойство эргодичности и спектральное представление ковариационной функции (обобщенная

теорема Винера–Хинчина). Полученные результаты опираются на свойства нечетко-случайных ве-

личин и числовых случайных процессов. В качестве примеров рассмотрены треугольные нечетко-

случайные процессы.
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Введение

При математическом моделировании прикладных задач, когда исходные данные непол-

ные или слабо формализованные, широко используют нечеткие множества [1, 2]. Из недав-

них работ отметим работы [3–6] по применению нечеткого моделирования в динамических

задачах автоматического регулирования сложных систем. С другой стороны, при иссле-

довании динамических процессов в условиях ограниченной исходной информации один

из возможных подходов заключается в их трактовке как реализации некоторых случайных

процессов [7, 8].

В данной статье применяется сочетание упомянутых методов, а именно исследуются

непрерывные случайные процессы с нечеткими состояниями (нечетко-случайные процес-

сы). Точнее, мы считаем время и множество возможных нечетких состояний непрерывным.

При этом сечение непрерывного нечетко-случайного процесса в любой момент времени

представляет собой нечетко-случайную величину. В своем исследовании мы опираемся

на известные результаты по теории нечетко-случайных величин [9–12] и классические ре-

зультаты теории вещественных случайных процессов [7, 8].

Как известно, математические ожидания и ковариационные функции являются основ-

ными характеристиками вещественных непрерывных случайных процессов. В настоящей

статье установлены свойства нечетких ожиданий, ожиданий и ковариационных функ-

ций непрерывных нечетко-случайных процессов. Основное внимание уделено исследова-

нию введенного в работе класса стационарных нечетко-случайных процессов. Для них

уточнены свойства нечетких ожиданий, ожиданий и ковариационных функций. Отметим,

в частности, свойство положительной определенности ковариационной функции нечетко-

случайного процесса и формулу для дисперсии интеграла от стационарного нечетко-

случайного процесса.

К наиболее значимым результатам данной работы относятся обоснование свойства эр-

годичности и спектрального представления ковариационной функции (обобщенная теорема

Винера–Хинчина) для стационарного нечетко-случайного процесса.
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Полученные в данной работе результаты являются развитием на случай нечеткости из-

вестных результатов [7, гл. V, VI],[8, гл. VII] для вещественных непрерывных случайных

процессов. Отметим отличие нашего подхода и результатов от работ, посвященных случай-

ным процессам с непрерывным временем и дискретными нечеткими состояниями. Напри-

мер, в работах [13–16] обсуждаются нечеткие системы массового обслуживания, в [17, 18]

рассматриваются стохастические нечеткие динамические системы автоматического регу-

лирования, а в работах [19–21] рассмотрено применение методов нечеткого управления

сложными стохастическими системами. При этом в упомянутых работах ковариационные

функции нечетко-случайных процессов не обсуждаются.

Отметим, что свойство эргодичности для стационарных нечетко-случайных процессов,

как и в случае вещественных стационарных случайных процессов [7, гл. VI] обеспечивает

существование среднего по времени, что как и в вещественном случае может быть исполь-

зовано для оценки ковариационных функций. Результаты настоящей работы могут най-

ти применение в задачах автоматического регулирования динамических систем с нечетко-

случайными параметрами. В частности, обобщенная теорема Винера–Хинчина может быть

использована в задаче о преобразовании стационарного нечетко-случайного сигнала линей-

ной динамической системой. Такие результаты для вещественных случайных процессов

широко известны (см., напр., [22, гл. 7]).

Подчеркнем, что ранее класс стационарных нечетко-случайных процессов не рассмат-

ривался, несмотря на его важность в теоретическом и прикладном аспектах.

Ниже, под нечетким числом z̃, заданным на универсальном пространстве R — веще-

ственных чисел, будем понимать совокупность упорядоченных пар (x, µz̃(x)), где функция

принадлежности µz̃ : R → [0, 1] определяет степень принадлежности ∀x ∈ R множест-

ву z̃ [1, гл. 5],[2, гл. 2, 3].

Будем использовать интервальное представление нечетких чисел. А именно, каждому

нечеткому числу поставим в соответствие совокупность его α-интервалов.

Как известно, множества α-уровня нечеткого числа z̃ с функцией принадлежности µz̃(x)

определяются соотношениями

Zα = {x | µz̃(x) > α} (α ∈ (0, 1]), Z0 = cl {x | µz̃(x) > 0},

где cl — обозначает замыкание множества.

Будем считать, что все α-уровни нечеткого числа — замкнутые и ограниченные ин-

тервалы вещественной оси. Обозначим левую границу интервала через z−(α), а правую

через z+(α). Таким образом, Zα = [z−(α), z+(α)]. При этом z−(α) и z+(α) называют, соот-

ветственно, левым и правым α-индексами (индексами) нечеткого числа. Ниже предполага-

ется, что они измеримы и ограничены на [0, 1]. Совокупность таких нечетких чисел будем

обозначать J .

Под суммой нечетких чисел понимается нечеткое число, индексы которого являются

суммами соответствующих индексов слагаемых. Умножение нечеткого числа на положи-

тельное число означает умножение индексов на это число. Умножение на отрицательное

вещественное число означает умножение индексов на это число и перемену их местами.

Равенство нечетких чисел понимается как равенство всех соответствующих α-индексов

(при ∀α ∈ [0, 1]).
Множество J можно метризовать различными способами. В частности, для нечетких

чисел z̃1, z̃2 ∈ J определим метрику следующим равенством (например, [23])

d(z̃1, z̃2) =

(
∫ 1

0

((z−1 (α)− z−2 (α))
2 + (z+1 (α)− z+2 (α))

2) dα

)1/2

, (0.1)

где z−i (α) и z+i (α) являются левым и, соответственно, правым индексами z̃i (i = 1, 2).
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§ 1. Нечеткие ожидания, ожидания и ковариации нечетко-случайных величин

Пусть (Ω,Σ, P ) — вероятностное пространство, где Ω — множество элементарных собы-

тий, Σ — σ-алгебра, состоящая из подмножеств множества Ω, P — вероятностная мера.

Рассмотрим отображение X̃ : Ω → J . Его интервалы α-уровня Xα(ω) при фиксиро-

ванном ω ∈ Ω определяются формулами Xα(ω) = {r ∈ R | µX̃(ω)(r) > α}, α ∈ (0, 1],
X0(ω) = cl {r ∈ R | µX̃(ω)(r) > 0}, где µX̃(ω)(r) — функция принадлежности нечеткого

числа X̃(ω). Интервал Xα(ω) представим в виде Xα(ω) = [X−(ω, α), X+(ω, α)]. Его грани-

цы X−(ω, α), X+(ω, α) называют левым и, соответственно, правым α-индексами отображе-

ния X̃ .

Отображение X̃ : Ω → J называют нечетко-случайной величиной, кратко Н. С. В.

(например, [9, 10]), если вещественнозначные функции X±(ω, α) измеримы по ω для

всех α ∈ [0, 1]. В этом случае при любом α ∈ [0, 1] индексы являются вещественными

случайными величинами.

Замечание 1.1. Как отмечено в [9, 10], данное определение Н. С. В. согласуется со следую-

щим определением. В метрическом пространстве J с метрикой (0.1) рассмотрим семейство

борелевских множеств F как наименьшую σ-алгебру подмножеств из J , содержащую все

открытые и все замкнутые подмножества из J .

Пусть (Ω,Σ, P ) — вероятностное пространство. Отображение F : Ω → J называют изме-

римым или Н. С. В., если для любого множества M ∈ F подмножество из Ω вида {ω ∈ Ω |
F (ω) ∈ M} входит в σ-алгебру Σ.

В дальнейшем будем рассматривать класс X нечетко-случайных величин, для которых

индексы X−(ω, α), и X+(ω, α) являются квадратично суммируемыми на Ω× [0, 1] функци-

ями.

На множестве X рассмотрим метрику, задаваемую для Н. С. В. X̃1, X̃2 равенством (на-

пример, [24])

ρ(X̃1, X̃2) =

(
∫ 1

0

∫

Ω

(

(X−

1 (ω, α)−X−

2 (ω, α))
2+(X+

1 (ω, α)−X+
2 (ω, α))

2
)

dP dα

)1/2

. (1.1)

Для Н. С. В. X̃(ω) положим

x−(α) =

∫

Ω

X−(ω, α) dP, x+(α) =

∫

Ω

X+(ω, α) dP. (1.2)

Нечеткое число с индексами, определяемыми формулами (1.2), называют нечетким ожи-

данием Н. С. В. X̃ (например,[25, 26, гл. 5]). Будем обозначать его M(X̃), а его индексы —

[M(X̃)]±α .

Определенное формулами (1.2) нечеткое ожидание обладает свойствами, аналогичными

свойствам математических ожиданий вещественных случайных величин. А именно, имеет

место следующее утверждение [25, 27].

Утверждение 1.1. Нечеткое ожидание Н. С. В., определяемое посредством (1.2), обладает

следующими свойствами:

(1) если X̃(ω) = X̃ (п. в. ω ∈ Ω), то M(X̃) = X̃ (идемпотентность);

(2) нечеткое ожидание M : X → J аддитивно, т. е. M(X̃1 + X̃2) = M(X̃1) + M(X̃2)
∀X̃1, X̃2 ∈ X;

(3) нечеткое ожидание M : X → J однородно, т. е. M(CX̃) = CM(X̃) ∀X̃ ∈ X ∀C ∈ R;

(4) нечеткое ожидание M : X → J непрерывно как отображение из X с метрикой (1.1)

в J с метрикой (0.1).
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Рассмотрим вопрос о дефазификации нечеткого ожидания.

Как известно, среднее нечеткого числа z̃ при интервальном подходе определяется ра-

венством [28]

zср =
1

2

∫ 1

0

(z−(α) + z+(α)) dα, (1.3)

где z±(α) — индексы нечеткого числа z̃.

В связи с (1.3) ожидание m(X̃) Н. С. В. X̃ ∈ X определяют как усредняющий функцио-

нал посредством формулы

m(X̃) =
1

2

∫ 1

0

(

[M(X̃)]−(α) + [M(X̃)]+(α)
)

dα, (1.4)

где M±(α) — индексы нечеткого ожидания M(X̃), задаваемые формулами (1.2). По суще-

ству, это один из способов дефазификации нечеткого ожидания.

Из определения (1.4) и утверждения 1.1 вытекает следующее утверждение [25, 27].

Утверждение 1.2. Ожидание Н. С. В. (1.4) обладает следующими свойствами:

(1) если X̃(ω) = X̃ (п. в. ω ∈ Ω), то m(X̃) = Xср (идемпотентность);

(2) ожидание m : X → R аддитивно, т. е. m(X̃1 + X̃2) = m(X̃1) +m(X̃2) ∀X̃1, X̃2 ∈ X;

(3) ожидание m : X → R однородно, т. е. m(CX̃) = Cm(X̃) ∀X̃ ∈ X ∀C ∈ R;

(4) ожидание m : X → R непрерывно.

Для Н. С. В. X̃ и Ỹ ковариацию определяют формулой [10]

cov(X̃, Ỹ ) =
1

2

∫ 1

0

(

cov(X−

α , Y
−

α ) + cov(X+
α , Y

+
α )
)

dα, (1.5)

а дисперсию D(X̃) = cov(X̃, X̃). В (1.5) ковариации вещественных случайных величин X±

α

и Y ±

α определены стандартной формулой [7, гл. I]:

cov(X±

α , Y
±

α ) = E
(

X±

α − E(X±

α )
) (

Y ±

α −E(X±

α )
)

.

Здесь и ниже символ E обозначает математическое ожидание случайной величины, то есть

для вещественной случайной величины ξ(ω) полагаем Eξ =
∫

Ω
ξ(ω) dP .

Имеет место следующее утверждение (например, [10], [26, гл. 6]).

Утверждение 1.3. Справедливы следующие свойства ковариации (1.5) нечетко-случайных

величин:

(1) симметричность: cov(X̃, Ỹ ) = cov(Ỹ , X̃) ∀X̃, Ỹ ∈ X;

(2) аддитивность: cov(X̃ + Z̃, Ỹ ) = cov(X̃, Ỹ ) + cov(Ỹ , Z̃) ∀X̃, Ỹ , Z̃ ∈ X;

(3) положительная однородность: cov(C1X̃, C2Ỹ ) = C1C2 cov(Ỹ , X̃) ∀X̃, Ỹ ∈ X

∀C1, C2 ∈ R : C1C2 > 0;
(4) D(CX̃) = C2D(X̃) ∀X̃ ∈ X ∀C ∈ R;

(5) D(X̃ + Ỹ ) = D(X̃) +D(Ỹ ) + 2 cov(X̃, Ỹ ) ∀X̃, Ỹ ∈ X.

§ 2. Непрерывные случайные процессы с нечеткими состояниями

В этом параграфе и ниже будет использовано понятие предела, непрерывности и инте-

грируемости вещественных случайных процессов в среднем квадратичном (с. к.). А именно,

рассмотрим гильбертово пространство H вещественных случайных величин ξ с конечным

вторым моментом, т. е. Eξ2 < ∞. Скалярное произведение и норму в H вводят равенствами
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(ξ, η) = Eξη, ||ξ|| = (ξ, ξ)1/2. Пусть ξ(t) — вещественный случайный процесс такой, что

ξ(t) ∈ H при ∀t ∈ [t0, T ]. Для него понятия с. к.-предела, с. к.-непрерывности и с. к.-инте-

грируемости определяются как соответствующие понятия для функций со значениями в H

[7, гл. II].

Пусть [t0, T ] — расширенный отрезок числовой оси. Ниже, как и в § 1, (Ω,Σ, P ) — ве-

роятностное пространство, X — совокупность нечетко-случайных величин с квадратично

суммируемыми на Ω× [0, 1] индексами.

Непрерывным случайным процессом с нечеткими состояниями или нечетко-случайным

процессом (Н. С. П.) будем называть отображение X̃ : [t0, T ] → X, т. е. функцию X̃(ω, t),
значениями которой при ∀t ∈ [t0, T ] являются нечетко-случайные величины из X. Обозна-

чим α-индексы Н. С. П. X̃(ω, t) через X±

α (ω, t).
Ниже будем рассматривать Н. С. П. X̃(t), для которых вещественные функции X±

α (ω, t)
квадратично суммируемы по совокупности переменных на Ω× [0, 1]× [t0, T ] и непрерывны

по α при ∀t ∈ [t0, T ] в среднем квадратичном.

Определим нечеткое ожидание M(X̃(ω, t)) Н. С. П. X̃(ω, t) при каждом t ∈ [t0, T ] как

нечеткое ожидание соответствующей нечетко-случайной величины, т. е. нечеткозначную

функцию, имеющую α-индексы

[

M(X̃(ω, t))
]±

α
=

∫

Ω

X±

α (ω, t) dP (∀α ∈ [0, 1]). (2.1)

Из определения нечеткого ожидания Н. С. П. (2.1) и свойств нечетких ожиданий Н. С. В.

вытекает следующее.

Утверждение 2.1. Справедливы следующие свойства нечетких ожиданий Н. С. П.:

(1) нечеткое ожидание от неслучайной функции z̃ : [t0, T ] → J равно самой этой функ-

ции M(z̃(t)) = z̃(t);
(2) неслучайный скалярный множитель φ : [t0, T ] → R можно выносить за знак нечет-

кого ожидания

M
(

φ(t)X̃(t)
)

= φ(t)M
(

X̃(t)
)

,

где X̃(t) — нечетко-случайный процесс;

(3) нечеткое ожидание суммы двух Н. С. П. X̃(t) и Ỹ равно сумме нечетких ожиданий

слагаемых M
(

X̃(t) + Ỹ (t)
)

= M
(

X̃(t)
)

+M
(

Ỹ (t)
)

.

Ожидание m
(

X̃(t)
)

Н. С. П. X̃(t) определим при каждом t ∈ [t0, T ] как ожидание соот-

ветствующей Н. С. В. X̃(t). Ожидание m
(

X̃(t)
)

при любом t ∈ [t0, T ] обладает свойствами

ожиданий Н. С. В., приведенными в утверждении 1.2.

Интегралом по промежутку [t0, T ] от Н. С. П. X̃(t) назовем нечетко-случайную величину

Ỹ (ω) =
∫ T

t0
X̃(ω, t)dt с интервалами α-уровня [Y −

α (ω), Y +
α (ω)], определяемыми формулами

Y ±

α (ω) =

∫ T

t0

X±

α (ω, t) dt.

Здесь X±

α — соответствующие α-индексы Н. С. В. X̃ , а интегрирование понимается

в среднем квадратичном (сравни с [29, 30] для нечеткозначных функций).

Если такой интеграл существует, то Н. С. П. X̃(t) назовем интегрируемым на [t0, T ].

Теорема 2.1. Пусть X̃(ω, t) — интегрируемый на [t0, T ] Н. С. П. Тогда

M

(
∫ T

t0

X̃(ω, t)dt

)

=

∫ T

t0

M
(

X̃(ω, t)
)

dt. (2.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению нечеткого ожидания левая часть (2.2) имеет

α-индексы

[

M

(
∫ T

t0

X̃(ω, t)dt

)]±

α

=

∫

Ω

[
∫ T

t0

X̃(ω, t)dt

]±

α

dP =

∫

Ω

(
∫ T

t0

X̃±

α (ω, t)dt

)

dP.

Меняя в последнем выражении порядок интегрирования, на основании теоремы Фуби-

ни, получим
[

M

(
∫ T

t0

X̃(ω, t)dt

)]±

α

=

∫ T

t0

(
∫

Ω

X̃±

α (ω, t)dP

)

dt =

=

∫ T

t0

[

M(X̃(ω, t))
]±

α
dt =

[
∫ T

t0

M(X̃(ω, t))dt

]±

α

.

Здесь мы воспользовались определением нечеткого ожидания. Тогда формула (2.2) сле-

дует из равенства соответствующих индексов при ∀α ∈ [0, 1].

Пример 2.1. Пусть вещественные случайные процессы ξi(ω, t) (i = 1, 2, 3; ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ])
квадратично суммируемы на Ω × [t0, T ] и таковы, что ξ1(ω, t) < ξ2(ω, t) < ξ3(ω, t) при

всех ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ].
Рассмотрим Н. С. П. X̃(t), для которого при всех ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ] нечеткое число X̃(ω, t)

имеет треугольный вид (ξ1(ω, t), ξ2(ω, t), ξ3(ω, t)). То есть функция принадлежности X̃(ω, t)
при любом ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ] описывается формулой (например, [1, гл. 5])

µω,t(x) =



























x− ξ1(ω, t)

ξ2(ω, t)− ξ1(ω, t)
, если x ∈ [ξ1(ω, t), ξ2(ω, t)];

x− ξ3(ω, t)

ξ2(ω, t)− ξ3(ω, t)
, если x ∈ [ξ2(ω, t), ξ3(ω, t)];

0, в противном случае.

В этом случае справедливы соотношения для α-индексов

X−(ω, t) = (1− α)ξ1(ω, t) + αξ2(ω, t), X+(ω, t) = (1− α)ξ3(ω, t) + αξ2(ω, t). (2.3)

Тогда нечеткое ожидание M(X̃(t)) определяется формулами для α-индексов

[M(X̃)]−α (t) = (1− α)Eξ1(t) + αEξ2(t) (∀α ∈ [0, 1])

и

[M(X̃)]+α (t) = (1− α)Eξ3(t) + αEξ2(t) (∀α ∈ [0, 1]).

Пример 2.2. Пусть в условиях примера 2.1 случайные процессы ξi(ω, t) интегрируемы по t

на промежутке [t0, T ]. Тогда
∫ T

t0
X̃(t) dt имеет треугольный вид

(
∫ T

t0

ξ1(ω, t) dt,

∫ T

t0

ξ2(ω, t) dt,

∫ T

t0

ξ3(ω, t) dt

)

.

Ниже рассмотрим понятие ковариационной функции Н. С. П. и ее свойства. Ковариаци-

онной функцией Н. С. П. X̃(t) в соответствии с (1.5) назовем величину

KX̃(t, s) = cov(X̃(t), X̃(s)) =
1

2

∫ 1

0

(

KX−
α

(t, s) +KX+
α

(t, s)
)

dα. (2.4)
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Здесь KX−
α

(t, s) и KX+
α

(t, s) — ковариационные функции случайных процессов X−

α (ω, t)
и X+

α (ω, t) соответственно, равные

KX±
α

(t, s) = E
[

(X±

α (ω, t)− EX±

α (ω, t))(X
±

α (ω, s)−EX±

α (ω, s))
]

. (2.5)

Дисперсия Н. С. П. X̃(t) определяется равенством DX̃(t) = KX̃(t, t).

Замечание 2.1. В сделанных в начале параграфа предположениях на α-индексы Н. С. П.

X̃(t) ковариационная функция (2.4) существует.

В самом деле, как известно, существование ковариационных функций KX±
α

(t, s) при

каждом α ∈ [0, 1] обеспечивается условием E|X±

α (t)|
2 < ∞ при ∀t ∈ [t0, T ]. Кро-

ме того, непрерывность ковариационных функций KX±
α

(t, s) по α, а значит, и суще-

ствование KX̃(t, s) обеспечивается предположением о непрерывности случайных процес-

сов X±

α (ω, t) по α в среднем квадратичном при ∀t ∈ [t0, T ].
А именно, покажем вначале непрерывность по α математического ожида-

ния E(X±

α (ω, t)). Фиксируем t ∈ [t0, T ] и α1, α2 ∈ [0, 1] и рассмотрим выражение

E(X±

α1
(ω, t))−E(X±

α2
(ω, t)) =

∫

Ω

(

X±

α1
(ω, t)−X±

α2
(ω, t)

)

dP.

Следовательно,

|E(X±

α1
(ω, t))− E(X±

α2
(ω, t))| 6

∫

Ω

∣

∣X±

α1
(ω, t)−X±

α2
(ω, t)

∣

∣ dP 6 ||X±

α1
(t)−X±

α2
(t)||,

где || · || — норма Н. С. В. в пространстве H с конечным вторым моментом. Отсюда следует

непрерывность математического ожидания по α.

Тогда выражение E
(

X±

α1
(t)
)

E
(

X±

α2
(s)
)

непрерывно по α. Аналогично устанавливается

непрерывность по α выражения E
(

X±

α1
(t)X±

α2
(s)
)

и, следовательно, непрерывность по α

ковариационных функций KX±
α

(t, s).

Пример 2.3. Пусть выполнены условия примера 2.1 и дополнительно случайные процес-

сы ξ1(t), ξ2(t), а также ξ2(t), ξ3(t) попарно некоррелированны. Тогда ковариационная функ-

ция KX̃(t1, t2) Н. С. П. X̃(t) треугольного вида (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) выражается через корреля-

ционные функции Kξ1(t1, t2), Kξ2(t1, t2), Kξ3(t1, t2) случайных процессов ξ1(t), ξ2(t) и ξ3(t)
формулой

KX̃(t1, t2) =
1

6
{Kξ1(t1, t2) + 2Kξ2(t1, t2) +Kξ3(t1, t2)} . (2.6)

Действительно, для ковариационной функции KX−
α

(t1, t2) согласно формуле (2.3) для

левого индекса X−

α (t) треугольного Н. С. П. и предположению о некоррелированности ξ1
и ξ2 имеем KX−

α

(t1, t2) = (1− α)2Kξ1(t1, t2) + α2Kξ2(t1, t2). Аналогично

KX+
α

(t1, t2) = (1− α)2Kξ3(t1, t2) + α2Kξ2(t1, t2).

Тогда по определению (2.4) ковариационной функции Н. С. П. получим формулу (2.6).

Согласно (2.4), (2.5) и свойствам ковариации нечетко-случайных величин (утвержде-

ние 1.3) имеет место следующее утверждение.
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Утверждение 2.2. Ковариационная функция Н. С. П. (2.4) обладает следующими свой-

ствами:

(1) симметричность; для Н. С. П. X̃(t) при ∀t1, t2 ∈ [t0, T ] имеет место равенство

KX̃(t1, t2) = KX̃(t2, t1);

(2) если X̃(t) — Н. С. П. и φ(t) — неслучайная числовая функция, то для Н. С. П. Ỹ (t) =
= φ(t)X̃(t) ковариационная функция KỸ (t1, t2) имеет вид

KỸ (t1, t2) = φ(t1)φ(t2)KX̃(t1, t2);

(3) если Ỹ (t) = X̃(t) + φ(t), то KỸ (t1, t2) = KX̃(t1, t2);

(4) справедливо соотношение |KX̃(t1, t2)| 6
√

DX̃(t1)DX̃(t2).

Отметим еще одно характерное свойство ковариационной функции Н.С.П.

Утверждение 2.3. Ковариационная функция KX̃(t1, t2) Н. С. П. X̃(t) является неотрица-

тельно определенной. А именно, для любого натурального n и вещественных постоян-

ных ck, tk, k = 1, 2, . . . , n, имеет место соотношение
n
∑

k,j=1

ckcjKX̃(tk, tj) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждой ковариационной функции KX±
α

, определяемой фор-

мулой (2.5), в силу известного результата [7, гл. V] имеем
n
∑

k,j=1

ckcjKX±
α

(tk, tj) > 0. Тогда,

согласно (2.4),
n
∑

k,j=1

ckcjKX̃(tk, tj) =
1

2

n
∑

k,j=1

ckcj

∫ 1

0

(

KX−
α

(tk, tj) +KX+
α

(tk, tj)
)

dα =

=
1

2

∫ 1

0

(

n
∑

k,j=1

ckcjKX−
α

(tk, tj) +
n
∑

k,j=1

ckcjKX+
α

(tk, tj)

)

dα > 0.

Рассмотрим теперь интеграл с переменным верхним пределом Ỹ (t) =
∫ t

t0
X̃(s) ds

от Н. С. П. X̃(t).

Теорема 2.2. Пусть X̃(t) — интегрируемый на [t0, T ] Н. С. П. Пусть, кроме того, кова-

риационные функции α-индексов KX−
α

(τ1, τ2) и KX+
α

(τ1, τ2), определяемые формулами (2.5),

суммируемы по совокупности переменных τ1, τ2, α на [t0, T ]× [t0, T ]× [0, 1]. Тогда ковариа-

ционная функция интеграла Ỹ (t) равна

KỸ (t, s) =

∫ t

t0

∫ s

t0

KX̃(τ1, τ2) dτ1 dτ2 (∀t, s ∈ [t0, T ]). (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению (2.4) KỸ (t, s) =
∫ t

t0

(

KY −
α

(t, s) + KY +
α

(t, s)
)

dα.

При этом на основании определения нечеткого интеграла Y ±

α (t) =
∫ t

t0
X±

α (τ) dτ . Тогда в си-

лу известного свойства интеграла от скалярного случайного процесса (например, [7, гл. II])

получим

KY −
α

(t, s) =

∫ t

t0

∫ s

t0

KX−
α

(τ1, τ2) dτ1 dτ2, KY +
α

(t, s) =

∫ t

t0

∫ s

t0

KX+
α

(τ1, τ2) dτ1 dτ2.

Следовательно, KỸ (t, s) = 1
2

∫ 1

0

(

∫ t

t0

∫ s

t0

(

KX−
α

(τ1, τ2) +KX+
α

(τ1, τ2)
)

dτ1dτ2

)

dα. Меняя

в правой части порядок интегрирования и используя (2.4), установим (2.7).

Отметим, что законность последней операции обеспечивается суммируемо-

стью KX−
α

(τ1, τ2) и KX+
α

(τ1, τ2) по совокупности переменных τ1, τ2, α.
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§ 3. Стационарные нечетко-случайные процессы

Как известно, вещественный случайный процесс ξ(t) с E|ξ(t)|2 < ∞ при t ∈ (−∞,∞)
называют стационарным в широком смысле (коротко, стационарным), если он имеет посто-

янное математическое ожидание Eξ(t) = a и ковариационную функцию

E[ξ(t)− a][ξ(s)− a] = Kξ(t− s),

зависящую лишь от разности аргументов [7, гл. VI].

Назовем Н. С. П. X̃(t) стационарным, если его α-индексы при ∀α ∈ [0, 1] являются

стационарными случайными процессами.

Пример 3.1. Пусть выполнены условия примера 2.3 и дополнительно все случайные про-

цессы ξj(t) (j = 1, 2, 3) являются стационарными. Тогда треугольный Н. С. П. X̃(t) =
= (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) является стационарным.

Это следует из формул, полученных в примерах 2.1, 2.3 для α-индексов и, соответствен-

но, ковариационных функций треугольного Н. С. П. X̃(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)).

Имеет место следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть X̃(t) — стационарный Н. С. П. Тогда его нечеткое ожидание M(X̃(t))
и ожидание m(X̃(t)) постоянны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X̃(t) — стационарный Н. С. П. Обозначим постоянные ма-

тематические ожидания α-индексов X±

α (t) Н. С. П. X̃(t) при α ∈ [0, 1] через m±

α . Соглас-

но определению (1.2) они являются α-индексами нечеткого ожидания M±

α = m±

α . Тогда

нечеткое ожидание M(X̃(t)) постоянно, а ожидание m(X̃(t)) = 1
2

∫ 1

0
(m+

α + m−

α ) dα также

постоянно.

Рассмотрим свойства ковариационной функции стационарного Н. С. П. X̃(t).

Теорема 3.2. Пусть X̃(t) — стационарный Н. С. П. Тогда его ковариационная функция

KX̃(t1, t2) = KX̃(t2 − t1) зависит от разности аргументов t2 − t1 = τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим ковариационные функции α-индексов, т. е. случай-

ных процессов X±

α (t) через KX±
α

(t1, t2). По предположению X±

α (t) — стационарный слу-

чайный процесс, следовательно, KX±
α

(t1, t2) = KX±
α

(t2 − t1). Тогда согласно определе-

нию (2.4) и ковариационная функция KX̃(t1, t2) Н.С.П. X̃(t) зависит от разности аргу-

ментов t2 − t1 = τ .

Кроме того, справедлива следующая теорема.

Теорема 3.3. Ковариационная функция KX̃(τ) стационарного Н. С. П. X̃(t) обладает свой-

ствами:

(1) ковариационная функция стационарного Н. С. П. X̃(t) является четной, т. е.

KX̃(τ) = KX̃(−τ) ∀τ ∈ R;

(2) дисперсия стационарного Н. С. П. X̃(t) постоянна и равна DX̃ = KX̃(0);
(3) справедливо неравенство |KX̃(τ)| 6 KX̃(0) ∀τ ∈ R.

Теорема 3.3 следует из выполнения соответствующих свойств для ковариационных

функций α-индексов KX−
α

(τ), KX−
α

(τ) (например, [31, гл. 23]) и представления (2.4).

Для ковариационной функции интеграла от стационарного Н. С. П. справедливо следу-

ющее уточнение теоремы 2.2.
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Теорема 3.4. В условиях теоремы 2.2 ковариационная функция интеграла Ỹ (t) =
∫ t

0
X̃(s)ds

от стационарного Н. С. П. X̃(t) с ковариационной функцией KX̃(τ) равна

KỸ (t1, t2) =

∫ t2

0

(t2 − τ)KX̃(τ) dτ −

∫ t2−t1

0

(t2 − t1 − τ)KX̃(τ) dτ +

∫ t1

0

(t1 − τ)KX̃(τ) dτ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 2.2

KỸ (t1, t2) =

∫ t1

0

∫ t2

0

KX̃(s1, s2) ds1 ds2.

Поскольку X̃(t) — стационарный Н. С. П., то KX̃(s1, s2) = KX̃(s2 − s1). Тогда

KỸ (t1, t2) =

∫ t1

0

∫ t2

0

KX̃(s2 − s1) ds1 ds2.

Вычисление этого интеграла (например, [31, гл. 23, § 6]) приводит к результату теоре-

мы 3.4.

Следствие 3.1. Дисперсия интеграла Ỹ (t) =
∫ t

0
X̃(s) ds от стационарного Н. С. П. X̃(t)

равна удвоенной свертке функций KX̃(t) и t

DỸ (t) = 2

∫ t

0

(t− τ)KX̃(τ) dτ.

Приведенные факты развивают соответствующие результаты для вещественных стаци-

онарных процессов на случай Н. С. П.

Обсудим, какой вид принимает свойство эргодичности для стационарных Н. С. П. Как

известно для вещественных стационарных процессов имеет место свойство эргодично-

сти [7, гл. VI], [8, гл. VII].

Лемма 3.1. Для с. к.-непрерывного по t ∈ (−∞,∞) стационарного (в широком смысле)

вещественного случайного процесса ξ(t) существует среднее

с. к.- lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ξ(t) dt = ξ̄,

представляющее собой случайную величину.

Теорема 3.5. Пусть X̃(t) — стационарный Н. С. П., все α-индексы X±

α (t) (α ∈ [0, 1]) кото-

рого с. к.-непрерывны по t при t ∈ (−∞,∞) и с. к.-непрерывны по α равномерно при t > 0.
Тогда существует предел

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

X̃(t) dt = X̄. (3.1)

Здесь среднее X̄ есть нечетко-случайная величина, предел понимается в смысле сходимо-

сти по метрике (1.1), а интеграл понимается как интеграл от Н. С. П.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях теоремы 3.5 по лемме 3.1 для каждого α-индек-

са X±

α (t), являющегося стационарным случайным процессом, справедливо соотношение

с. к.- lim
T→∞

1

T

∫ T

0

X±

α (t) dt = X̄±

α . (3.2)
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Покажем, что случайные величины X̄±

α , определяемые формулами (3.2), являются α-ин-

дексами некоторой Н. С. В. X̄ . Заметим, что X̄−

α 6 X̄+
α , поскольку X−

α (ω, t) 6 X+
α (ω, t) для

∀t ∈ (−∞,∞) и п. в. ω ∈ Ω.

Кроме того, функция X̄−

α не убывает, а X̄+
α не возрастает по α ∈ [0, 1]. Действительно,

зафиксируем значения ω ∈ Ω и t ∈ (−∞,∞). Пусть α1, α2 ∈ [0, 1] и α1 > α2. Тогда,

поскольку X−

α (t) — левый индекс нечеткого числа X̃(t), то [1, гл. V] X−

α1
(t) > X−

α2
(t).

Следовательно,

1

T

∫ T

0

X−

α1
(t) dt >

1

T

∫ T

0

X−

α2
(t) dt.

Переходя в этом соотношении к с. к.-пределу при T → ∞ на основании леммы 3.1

и (3.2), получим X̄−

α1
> X̄−

α2
. Аналогично для правых индексов X̄+

α показывается, что они

не возрастают по α.

При этом каждая из величин X̄±

α , определяемых формулами (3.2), непрерывна по α

в условиях теоремы. В самом деле, для α1, α2 ∈ [0, 1] можем записать

||X̄±

α1
− X̄±

α2
|| =

∥

∥

∥

∥

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

(X±

α1
(t)−X±

α2
(t)) dt

∥

∥

∥

∥

6 lim
T→∞

1

T

∫ T

0

||X±

α1
(t)−X±

α2
(t)|| dt.

Здесь нормы рассматриваются в гильбертовом пространстве H случайных величин с ко-

нечным вторым моментом.

Пусть задано ε > 0. По условию теоремы найдется δ > 0 такое, что ‖X±

α1
(t)−X±

α2
(t)‖ <

< ε при |α1 − α2| < δ равномерно по t ∈ [0,+∞). Тогда 1
T

∫ T

0
||X±

α1
(t) − X±

α2
(t)|| dt < ε.

Следовательно ||X̄±

α1
−X̄±

α2
|| < ε при |α1−α2| < δ, что и означает указанную непрерывность.

Обозначим Н. С. В. с индексами X̄±

α , определяемыми формулами (3.2), через X̄ . Введем

в рассмотрение случайные величины

X̄±

α (T ) =
1

T

∫ T

0

X±

α (t) dt (α ∈ [0, 1]). (3.3)

По определению нечеткого интеграла случайные величины X̄±

α (T ), определяемые фор-

мулами (3.3), являются α-индексами Н. С. В. X̄(T ) = 1
T

∫ T

0
X̃(t)dt. Рассмотрим расстояние

между Н. С. В. X̄ = X̄(ω) и X̄(T ) = X̄(T, ω). Согласно (1.1), имеем

ρ(X̄(T ), X̄) =

(
∫ 1

0

∫

Ω

((X̄−

α (T, ω)− X̄−

α (ω))
2 + (X̄+

α (T, ω)− X̄+
α (ω))

2) dP dα

)1/2

. (3.4)

Переходя к пределу при T → ∞ в правой части (3.4) на основании (3.2), (3.3) получим,

что ρ(X̄(T ), X̄) → 0 при T → ∞. Тогда справедливо утверждение теоремы 3.5, причем

в правой части формулы (3.1) фигурирует Н. С. В. X̄ с α-индексами X̄±

α , определяемыми

формулами (3.2).

Пример 3.2. Пусть выполнены условия примера 3.1 и дополнительно случайные процес-

сы ξi(t) (i = 1, 2, 3) с. к.-непрерывны и равномерно ограничены по t > 0 в норме про-

странства случайных величин с конечным вторым моментом H. Тогда треугольный Н. С. П.

X̃(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) удовлетворяет условиям теоремы 3.5, т. е. для него выполнено

свойство эргодичности.

Это следует из примера 3.1 с учетом представления (2.3) для α-индексов. При этом

среднее X̄ , согласно (2.3), (3.2) имеет α-индексы

X̄−

α = (1− α)ξ̄1 + αξ̄2, X̄+
α = (1− α)ξ̄3 + αξ̄2.
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Здесь случайные величины ξ̄i — средние вещественных случайных процессов ξi(t) (i = 1,
2, 3), т. е.

ξ̄i = с. к.- lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ξi(t) dt.

Рассмотрим задачу о спектральном представлении ковариационной функции стационар-

ного Н. С. П.

Как известно, для вещественного стационарного случайного процесса ξ(t), определен-

ного на бесконечном интервале времени (−∞,∞) имеет место следующее утверждение

(например, [31, гл. 25])

Лемма 3.2 (теорема Винера–Хинчина). Ковариационная функция Kξ(τ) и спектральная

плотность Sξ(ω) вещественного стационарного случайного процесса ξ(t) связаны меж-

ду собой взаимно обратными косинус-преобразованиями Фурье

Kξ(τ) =

∫

∞

0

Sξ(ω) cosωτ dω, Sξ(ω) =
2

π

∫

∞

0

Kξ(τ) cosωτ dτ.

Пусть стационарный Н. С. П. X̃(t), заданный на (−∞,∞), имеет α-индексы X±

α (t)
и пусть SX±

α

(ω) — спектральные плотности стационарных случайных процессов X±

α (t)
(∀α ∈ [0, 1]), причем функции SX±

α

(ω) суммируемы по α на [0, 1].

Спектральной плотностью стационарного Н. С. П. X̃(t) назовем функцию

SX̃(ω) =
1

2

∫ 1

0

(SX+
α

(ω) + SX−
α

(ω)) dα. (3.5)

Целесообразность данного определения (3.5) подтверждается приводимой ниже обоб-

щенной теоремой Винера–Хинчина.

Теорема 3.6. Пусть X̃(t) — стационарный Н. С. П. и для его α-индексов X±

α (t) при

любом α ∈ [0, 1] определены ковариационная функция KX±
α

(τ) и спектральная плот-

ность SX±
α

(ω), причем они суммируемы по совокупности переменных на [0,∞)×[0, 1]. Тогда

ковариационная функция и спектральная плотность стационарного Н. С. П. X̃(t) связаны

между собой взаимно обратными косинус-преобразованиями Фурье:

KX̃(τ) =

∫

∞

0

SX̃(ω) cosωτ dω, SX̃(ω) =
2

π

∫

∞

0

KX̃(τ) cosωτ dτ. (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем первую из формул (3.6). Для вещественных стационар-

ных процессов X±

α (t) по лемме 3.2 имеем

KX−
α

(τ) =

∫

∞

0

(SX−
α

(ω) cosωτ dω и KX+
α

(τ) =

∫

∞

0

(SX+
α

(ω) cosωτ dω.

Сложим обе части этих равенств, а затем проинтегрируем полученные результаты по α от 0

до 1. Тогда
∫ 1

0

(KX−
α

(τ) +KX+
α

(τ)) dα =

∫ 1

0

∫

∞

0

(SX−
α

(ω) + SX+
α

(ω)) cosωτ dω dα.

Меняя в правой части порядок интегрирования на основании теоремы Фубини и используя

(2.4), (3.5), установим формулу для KX̃(τ).
Кроме того, по лемме 3.2

SX±
α

(ω) =
2

π

∫

∞

0

KX±
α

(τ) cosωτ dτ.

Откуда, аналогично предыдущему, с учетом (2.4), (3.5) следует вторая из формул (3.6).
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Заключение

Свойства нечетких ожиданий Н. С. П. (утверждение 2.1) и ковариационных функций

(утверждение 2.2) естественным образом вытекают из соответствующих свойств нечетких

ожиданий и ковариаций для нечетко-случайных величин (утверждения 1.1–1.3). Отметим

утверждение 2.3, представляющее, на взгляд автора, определенный интерес.

Существенное содержание и научную новизну данной работы составляют теоремы 2.1–

3.6. При этом теоремы 2.1, 2.2 являются развитием на случай Н. С. П. известных утвер-

ждений для вещественных интегрируемых случайных процессов. Теоремы 3.1–3.4 уточ-

няют результаты о нечетких ожиданиях и корреляционных функциях для случая стацио-

нарных Н. С. П. Теорема 3.5 развивает подход, связанный с эргодичностью вещественных

стационарных случайных процессов на случай Н. С. П. Теорема 3.6 есть обобщение тео-

ремы Винера–Хинчина на случай стационарных Н. С. П. Наиболее значимыми на взгляд

автора являются теоремы 3.5, 3.6. Особо отметим понятие спектральной плотности стацио-

нарного Н. С. П., введенное автором. В целом, все теоремы 2.1–3.6 представляются новыми

и актуальными для задач математического моделирования динамических процессов в сто-

хастических нечетких системах.

Примеры 2.1–3.2 показывают возможности применения развитой теории к треугольным

нечетко-случайным процессам. Аналогичные результаты могут быть установлены для тра-

пецеидальных и других Н. С. П.

Укажем возможные приложения установленных в данной статье результатов. В частно-

сти, теорема 3.5 (об эргодичности) позволяет обосновать (аналогично случаю веществен-

ных стационарных случайных процессов [7, гл. VI]) приближенное вычисление нечеткого

ожидания, а также ожидания стационарного Н. С. П. X̃(ω, t) как соответствующее среднее

по одной из реализаций X(ω0, t) = X0(t) достаточно большой продолжительности. А имен-

но, в качестве нечеткого ожидания и, соответственно, ожидания рекомендуется принять

выражения

M
(

X̃(t)
)

∼ M0 =
1

T

∫ T

0

X0(t) dt, m
(

X̃(t)
)

∼ m0 =
1

2

∫ 1

0

(M+
0,α +M−

0,α) dα.

Здесь реализация X0(t) — нечетко-значная функция, полученная при фиксированном

значении ω0; M0 — нечеткое число с α-индексами M±

0,α; m0 — среднее нечеткого числа M0;

T > 0 — достаточно большое число.

Теорема 3.6 позволяет распространить известный для вещественных стационарных слу-

чайных процессов алгоритм вычисления ковариационной функции на выходе линейной ста-

ционарной динамической системы по ковариационной функции на входе на случай стаци-

онарных нечетко-случайных процессов.

А именно, стандартный алгоритм состоит из следующих этапов (см., напр., [22, гл. 7]):

(1) по ковариационной функции стационарного случайного процесса на входе системы,

согласно лемме 3.2, вычисляется его спектральная плотность;

(2) по дифференциальному уравнению динамической системы находят частотную ха-

рактеристику;

(3) по спектральной плотности на входе системы с помощью частотной характеристики

находят спектральную плотность случайного процесса на выходе системы;

(4) по спектральной плотности на выходе системы с помощью леммы 3.2 вычисляют

ковариационную функцию стационарного случайного процесса на выходе системы.

Модификация этого алгоритма на случай нечетко-случайных стационарных входных

и выходных сигналов состоит в использовании вместо классического результата Винера–

Хинчина (лемма 3.2) на этапах (1), (4) теоремы 3.6.
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В заключение отметим недавние работы автора [32, 33], в которых рассмотрено приме-

нение метода функций Грина в задаче об ограниченных решениях для динамических систем

с нечетко-случайными и, соответственно, нечеткими входными характеристиками.

Основным в этих работах является установление взаимосвязи между ожиданиями, а так-

же ковариационными функциями входных и, соответственно, выходных сигналов.

При этом стационарность входных либо выходных сигналов не предполагается.
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In this paper, continuous random processes with fuzzy states are studied. The properties of their numerical

characteristics — fuzzy expectations, expected values and covariance functions – are established. The

main attention is paid to the class of stationary fuzzy-random processes. For them, the ergodicity

property and the spectral representation of covariance function (generalized Wiener–Khinchin theorem) are

substantiated. The results obtained are based on the properties of fuzzy-random variables and numerical

random processes. Triangular fuzzy-random processes are considered as examples.
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