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1. Лекция XI. Топологические инварианты и BB-соответствие

1.1. Топологические инварианты твердого тела. Поведение фермионной
квантовой системы определяется одночастичным гамильтонианом h = h∗ ∈
MatN(R), где R – алгебра фон Неймана R = L∞(Td, T ), а ее основное состояние
описывается проектором Ферми

pF = χ(h ≤ EF ) ∈ MatN(R).

Определение 1 (щелевое условие). Щелевое условие (BGH) выполняется для
гамильтониана h, если уровень энергии Ферми EF содержится в энергетической
щели гамильтониана h, т.е. найдется замкнутый отрезок ∆, такой что EF ∈ ∆
и ∆ ∩ σ(h) = ∅.

Переход от гамильтониана h к проектору Ферми часто называют спектраль-
ным уплощением. Спаривание этого проектора с четным характером Черна все-
гда корректно определено, но для нечетного характера Черна требуется пред-
варительно построить по h некоторый унитарный опертор. Для этого предпо-
ложим, что h антикоммутирует с некоторым самопряженным унитарным опе-
ратором J .

Физически, это условие означает наличие киральной симметрии у h. Для
киральных систем N должно быть четным, а в качестве оператора J берется
самосопряженный унитарный оператор

J =

(
1N/2 0

0 −1N/2

)
∈ MatN(C) ⊂ MatN(R).

Определение 2 (киральное условие). Киральное условие (CH) выполняется
для гамильтониана h, если JhJ = −h.

Из этого условия следует, что σ(h) = −σ(h), поэтому в этом случае естествен-
но предполагать, что EF = 0 (считая, что 0 не является собственным значением
h). В этом случае h будет задаваться внедиагональной матрицей а проектор
Ферми будет иметь вид

pF =
1

2

(
1N/2 −u∗F
−uF 1N/2

)
,

где унитарный оператор uF ∈ MatN/2(A) называется унитарным оператором
Ферми.

Рассмотрим теперь индексное спаривание операторов pF или uF с характером
Черна ChT ,θ, где θ есть Rn-действие, получаемое из Td-действия ρ по формуле

θt(a) = ρê·t(a), t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn,

где ê = (ê1, . . . , ên) – единичные векторы в Rd, образующие ортонормированную
(но возможно неполную) систему.
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Если гамильтониан h удовлетворяет условию BGH и принадлежит гладкой
подалгебре MatN(Aρ,T ), то проектор Ферми можно получить из h с помощью
непрерывного (а не борелевского) функционального исчисления по формуле

pF = g(h),

где g ∈ C∞0 (R) – подходящая гладкая аппроксимация характеристической функ-
ции χ(h ≤ EF ) области энергий, не превосходящих EF . В этом случае проектор
pF также принадлежит MatN(A), определяя класс [pF ]0 ∈ K0(A) и, тем самым,
четное число Черна

ChT ,θ(pF ) = 〈ChT ,θ, [pF ]0〉.
Если d = n четно, то число Черна называется сильным инвариантом, а при

n < d (с четным n) этот инвариант называется слабым. Если же гамильтониан
h удовлетворяет, помимо условия BGH, также условию CH, то унитарный опе-
ратор Ферми uF принадлежит MatN/2(A) и определяет класс [uF ]1 ∈ K1(A), и,
тем самым, нечетное число Черна

ChT ,θ(uF ) = 〈ChT ,θ, [uF ]1〉.
Снова, если d = n нечетно, то этот инвариант называется сильным, а при n < d
инвариант называется слабым.

Предложение 1. Для гладких гамильтонианов h, удовлетворяющих условию
BGH, проектор Ферми pF ∈ MatN(AT ,ρ) и четное число Черна ChT ,θ(pF ) кор-
ректно определено. Если h, помимо BGH, удовлетворяет также условию CH,
то uF ∈ MatN/2(AT ,ρ) и нечетное число Черна ChT ,θ(uF ) корректно определено.

Условия, необходимые для корректного определения чисел Черна, можно су-
щественно ослабить. Например, если pF или uF принадлежат соболевскому про-
странствуW 1

p (R) для некоторого p ∈ (n, n+1], то числа Черна также корректно
определены.

1.2. Гладкое BB-соответствие. Напомним, что мы сопоставили вектору нор-
мали νξ ∈ Sd=1 действие ξ группы G, равной R или T. При этом алгебры из
точной последовательности

(1) 0 −→ E −→ Â −→ A −→ 0 ,

связывающей граничные и полупространственные алгебры, отождествляются с
их представлениями с помощью π̂T ,G из предыдущей лекции. Это представление
алгебры AoξG в пространстве L2(Ĝ×Zd) задавается на образующих формулой

π̂T ,G(af(Dξ)) = πT (a)

∫
Ĝ

µ̂(dr)f(Xξ + r)

и продолжается до точного нормального представления W ∗-скрещенного про-
изведения

Nξ = RoG = L∞(Td, T ) oG.

Операторы этого представления задаются расслоенной формулой вида

â =

∫
Ĝ

µ̂(dr)âr,

где операторы âr действуют в пространстве L2(Zd).
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Мы также отождествляем алгебру R с ее образом в Nξ, поскольку отображе-
ние вложения πT ⊗ 1L2(Ĝ) отождествляет R с πT (R).

Образующая Dξ представляется оператором

X̂ξ =

∫
Ĝ

µ̂(dr)(Xξ + r),

где Xξ = νξ · X – оператор координаты на поверхности. Гладкая проекция P ,
введенная при построении гладкого теплицева продоожения, будет в этом пред-
ставлении задаваться формулой

P =

∫
Ĝ

µ̂(dr)χs(Xξ + r),

где χs(r) = 0 при r ≤ 0 и χs(r) = 1 при r > ε для некоторого ε > 0.
Пользуясь этим представлением, можно построить поднятие элемента a ∈ A

до элемента â = PaP + k̃, где â ∈ Â, k̃ ∈ E.

Предложение 2. Пусть h ∈ MatN(A) есть самосопряженный оператор, удо-
влетворяющий условию BGH, и ĥ ∈ MatN(Â) – самосопряженное поднятие
h из точной последовательности, связывающей граничные и полупростран-
ственные алгебры, вида

ĥ = PhP + k̃, k̃ ∈ MatN(E).

Тогда
(1) Экспоненциальное отображение Exp : K0(A)→ K1(E) переводит класс

[pF ]0 в класс [û∆]1 вида

û∆ = exp(2πifExp(ĥ)) ∈ MatN(E+) ⊂ MatN(Nξ),
где fExp ∈ C∞(R) – гладкая функция, такая что fExp(t) = 0 ниже ∆ и
fExp(t) = 1 выше ∆.

(2) Если условие CH выполняется как для h, так и для ĥ, то индексное
отображение Ind : K1(A)→ K0(E) переводит класс [uF ]1 в класс [p̂∆]0−
[0N/2 ⊕ 1N/2]0, где

p̂∆ = exp(−πi
2
fInd(ĥ))

(
1N/2 0

0 0N/2

)
exp(

πi

2
fInd(ĥ)) ∈ MatN(E+) ⊂ MatN(Nξ),

где fInd ∈ C∞(R) – нечетная гладкая функция, такая что fInd(t) = −1
ниже ∆ и fInd(t) = 1 выше ∆.

Доказательство этого предложения можно найти в книге [2].
Воспользуемся приведенным предложением для построения граничных инва-

риантов, основанного на спаривании K-групп с характерами Черна. Напомним,
что действие ρ может быть продолжено до (сильно) непрерывного Rd-действия
на скрещенном произведении E, полагая его тривиальным на функциях f(X̂ξ)
от образующих. Тогда n-мерное действие θ будет определяться выбором орто-
нормированного семейства ê1, . . . , ên в пространстве Rd с ê1, . . . , ên ⊥ νξ. Дей-
ствие θ оставляет двойственный след T̂ инвариантным, что позволяет ввести
гладкий характер Черна ChT̂ ,θ на E как выше.
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Для гладких суммируемых проекторов p̂ ∈ E+

T̂ ,θ
и унитарных операторов

û ∈ E+

T̂ ,θ
можно рассмотреть индексные спаривания 〈ChT̂ ,θ, [p̂]0〉 и 〈ChT̂ ,θ, [û]1〉.

Предложение 3. В условиях из Предложения 2 и в предположении, что га-
мильтониан ĥ удовлетворяет условию CH, будем иметь

û∆ − 1N ∈ ET̂ ,θ, p̂∆ − (0N/2 ⊕ 1N/2) ∈ ET̂ ,θ.

Теорема 1. (гладкое BB-соответствие) В условиях Предложения 3 имеют
место следующие утверждения:

(1) Для нечетного n

〈ChT ,θ×ξ, [pF ]0〉 = 〈ChT̂ ,θ, [û∆]1〉;

(2) Для четного n и в предположении, что h и ĥ удовлетворяют условию
CH

〈ChT ,θ×ξ, [uF ]1〉 = −〈ChT̂ ,θ, [p̂∆]0〉.

Характер Черна ChT ,θ×ξ зависит только от гиперплоскости, порождаемой
ê1, . . . , ên ⊥ νξ. Рассмотрим случай n = d − 1. Тогде левые части равенств в
Теореме задают сильные инварианты, не зависящие от выбора νξ (с точностью
до ориентации). Поэтому и граничные инварианты в правых частях не зависят
от νξ.

Доказательство этой теоремы можно найти в книгах [2], [3].
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