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1. Лекция VII. K1-группа

1.1. Топологическая K1-группа. Известно, что алгебру K(H) компактных
операторов в гильбертовом пространстве H можно представить в виде индук-
тивного предела матричных алгебр Matn(C):

K(H) = lim−→Matn(C).

По аналогии с этим определим K1-группу Ktop
1 (A) унитальной C∗-алгебры A

как
Ktop

1 (A) = lim−→Un(A)/Un(A)0 = lim−→GLn(A)/GLn(A)0,

где Un(A) обозначает подгруппу в Matn(A), состоящую из унитарных элемен-
тов, а Un(A)0 – связную подгруппу единицы в Un(A) (и аналогично для GLn(A)).

Для неунитальных C∗-алгебр A положим
Ktop

1 (A) = Ktop
1 (A+),

где A+ – унитализация алгебры A.

Пример 1. (1) Ktop
1 (C) = 0;

(2) Ktop
1 (Matn(C)) = 0.

Умножение в группе Ktop
1 (A) задается формулой:

[u] · [v] = [uv] =

[(
u 0
0 v

)]
,

где второе равенство и коммутативность умножения вытекают из цепочки го-
мотопий (

uv 0
0 1

)
∼

(
u 0
0 v

)
∼

(
v 0
0 u

)
∼

(
vu 0
0 1

)
.

1.2. Алгебраическая K1-группа. Обозначим через G′ = [G,G] коммутант
группыG. Это нормальная подгруппа вG, порождаемая элементами вида [g, h] =
ghg−1h−1. Фактор

Gab = G/G′

является абелевой группой, называемой абелизацией группы G.
Определим алгебраическую Kalg

1 -группу C∗-алгебры A как

Kalg
1 (A) = GL∞(A)ab = GL∞(A)/GL∞(A)′.
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Пример 2. (1) Kalg
1 (Z) = Z2;

(2) если F есть поле, то Kalg
1 (F ) = F×, т.е. совпадает с группой обратимых

элементов в F .

Для унитальной C∗-алгебры A введенная ранее топологическая K1-группа
Ktop

1 (A) = GL∞(A)/GL∞(A)0

связана с группой Kalg
1 (A) следующим образом. Так как коммутант содержится

в связной компоненте единицы, то имеется естественное отображение

Kalg
1 (A) −→ Ktop

1 (A),

которое, однако, не всегда является инъективным.
Например, в случае A = C имеем

Kalg
1 (C) = C× , Ktop

1 (C) = 0.

1.3. Высшие K-группы. Для того, чтобы определить высшие K-группы, вве-
дем понятие надстройки над C∗-алгеброй A. Так называется C∗-алгебра вида

ΣA := A⊗ C0(R) ∼= C0(R, A).

Тогда K-группа порядка n для C∗-алгебры A определяется как
Kn(A) := K0(Σ

nA).

Теорема 1 (Теорема периодичности Ботта). Для любой C∗-алгебры A и любого
натурального n имеют место изоморфизмы

K2n(A) ∼= K0(A), K2n+1(A) ∼= K1(A),

где K0(A), K1(A) обозначают топологические K-группы K top
0 (A), K top

1 (A) со-
ответственно.

Доказательство этой теоремы можно найти в статьях из списка литературы
к этой лекции.
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