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ОТ АВТОРА

Содержание этой книги составляют лекции, которые чи­
тались автором неоднократно для студентов и аспирантов 
механико-математического факультета Казанского государ­
ственного университета в качестве спецкурса. При подго­
товке к печати они были несколько дополнены.

Из оглавления видно, что многие вопросы первых двух 
глав и частично третьей главы излагались ранее в моногра­
фиях Н. И. Мусхелишвили „Сингулярные интегральные урав­
нения" и Ф. Д. Гахова „Краевые задачи". Здесь методика 
изложения большей части этих вопросов несколько иная. 
Так, при изучении интегралов типа Коши, плотности кото­
рых в конечном числе точек линии интегрирования имеют 
особенности, используются не локальные формулы Н. И. Мус­
хелишвили, а представление этого интеграла в виде двух сла­
гаемых: элементарной функции, полностью характеризующей 
его поведение во всех особых точках плотности, и интеграла 
типа Коши с плотностью либо без особых точек, либо 
с особенностями более низкого порядка. Показано, что при 
решении краевых задач это представление наравне с форму­
лами Н. И. Мусхелишвили может применяться при построе­
нии канонической функции. Но наибольший интерес, по-ви- 
димому, это представление имеет при решении прикладных 
задач с точки зрения техники вычислений.

Более полно, чем в монографии Ф. Д. Гахова, изложено 
в третьей главе решение задачи Римана для автоморфных 
функций, принадлежащих элементарным группам дробно­
линейных преобразований. К сожалению, интересный мате­
риал, посвященный исследованию краевых задач на фунда­
ментальных многоугольниках фуксовых групп и на различных 
моделях замкнутых римановых поверхностей с их примене­
ниями при решении прикладных задач остался за пределами 
этой книги.

Материал последней главы по решению задачи Римана 
в случае счетного множества контуров излагается впервые.

Автор выражает глубокую благодарность проф. Л. А. Ак- 
сентьеву, проф. Н. Б. Ильинскому и кандидату физико-мате­
матических наук И. А. Бикчантаеву за замечания и советы 
по улучшению качества изложения.



ГЛАВА I

СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛОВ ТИПА КОШИ

Основным объектом нашего исследования будут одно­
значные аналитические функции на комплексной плоскости, 
у которых наряду с изолированными особыми точками обя­
зательно имеются особые линии. Некоторое представление 
о структуре таких функций можно получить из следующих 
соображений.

Возьмем на некоторой линии L конечное число точек 
Tj, т2, ..., тд и рассмотрим рациональную функцию

— ----1— —---- Ь ...т ,— г т3 — г тл — г т{. — z
ft=i

для которой эти точки являются простыми полюсами. Уве­
личивая число полюсов до бесконечности, мы при опреде­
ленных условиях вполне естественно придем к функции 
такого вида:

Ф(г)
ср (т) dz 
т — г

Этот интеграл, разделенный на 2тс/ для удобства, называется 
интегралом типа Коши, а функция <р(т) —его плотностью.

В более общем случае из рациональной функции с крат­
ными полюсами

ЧП Г ск\ _|___ Cki I .___ Ckm |
h h k - i  { Ч  -  *)г ( ч  -  г)п ]ь~ 1

таким же предельным переходом можно получить более 
сложную функцию с особой линией L

d z+  +  Г _ !й М -Л .
J Т — Z J (т — 2)3 J (*С — z)m
L L L

Прежде чем приступать к систематическому изучению 
свойств интеграла типа Коши, условимся заранее, какие
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линии на плоскости мы будем допускать в качестве особых 
и какие требования будем накладывать на этих линиях на 
плотности <р(т).

§ 1. КУСОЧНО-ГЛАДКИЕ ЛИНИИ

Разомкнутой гладкой дугой или разомкнутым гладким 
контуром называют всякую кривую L на комплексной пло­
скости z — x  + iy, заданную параметрическим уравнением

z =  t(s) =  x(s) +  iy(s), sa < s < s b, (1.1)
в котором непрерывные в указанном сегменте функции x(s) 
и у (s) обладают следующими свойствами: 1) при всех
s£ [se, s*] они имеют непрерывные производные х ' (s), y'(s), 
не обращающиеся одновременно в нуль (свойство глад­
кости); 2) различным значениям параметра s соответствуют 
различные точки z — t(s) (свойство простоты, то есть отсут­
ствие точек самопересечения).

Точки a =  t(sa) и b =  t(sb) будем называть концами кон­
тура L и при движении по L за положительное направление 
будем считать то, которое ведет от а к b и, следовательно, 
соответствует возрастанию параметра s.

Из свойства гладкости контура L следует его спрямляе­
мость. Поэтому за параметр s будем обычно принимать 
длину дуги, отсчитываемую от некоторой фиксированной 
точки на L и снабженную знаком „ +  “ или „ — “ в зависи­
мости от направления отсчета. Так как при этом

[x'(s)\2+ [y'(s) ]2 =  1, (1.2)
то будем иметь

=  х '  (®) +  iy'lis) =  е 9 (s), (1.3)as
где 9(s) есть угол наклона касательной в точке t(s )£ L  к оси 
ОХ, отсчитываемый от этой оси. В силу гладкости L угол 
6(s), а также угол, образованный касательной с любым по­
стоянным направлением, изменяется непрерывно вместе с s.

Если в уравнении (1.1) свойство 2) выполняется для всех 
s, кроме s =  sa и s =  sb, которым соответствует одна и та 
же точка t =  t(sa) =  t(sb), то кривую L называют гладким  
замкнутым контуром. Совокупность конечного числа зам­
кнутых или разомкнутых гладких контуров Lj без общих 
точек называют гладкой линией.

Основные свойства гладких линий, необходимые нам 
в дальнейшем, сформулируем в виде одной теоремы.

Т е о р е м а  1.1. Пусть а0 — произвольно заданный острый 
угол, отличный от нуля. Д л я  каждой гладкой линии L 
существует такое положительное число р0 =  р0 (а0), завися­
щее только от а0, что:
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1°. Часть L, содержащаяся в круге 'К9 радиуса р <  р0 
с центром в любой точке t0 на L, состоит только из од­
ной разомкнутой дуги 1е .

2°. Нетупой угол а между касательными в любых двух 
точках дуги 19 не превосходит а0.

3°. Если Л есть прямая, проходящая через любую точку 
t0£ l f и составляющая с касательной в t0 нетупой угол 
р >  р0) где а0 <  р0 <  тс/2, то всякая близкая прямая, парал­
лельная  А, пересекает дугу 1е только один раз.

4°. Нетупой угол между А и хордой, соединяющей t0 и 
t ^ l r не меньше «>о =  Р о ~ ао > 0-

Доказательство, очевидно, достаточно провести для од­
ного гладкого контура L, входящего в рассматриваемую 
гладкую линию. Обозначим через a =  a(tl, t2) длину дуги 
с концами в произвольных точках t x, t: контура L, причем 
в случае, когда контур L замкнут, будем брать ту дугу, 
которая имеет меньшую длину. Значит, если d =  sb — sn есть 
длина L , то в случае замкнутого контура 0 <  а <  сЦ2, а в 
случае разомкнутого 0 <  о <  d. Через r =  r ( tx, t2) обозначим 
расстояние между /, и t.,: г =  | t x (s,) — t2(s2) |.

Пусть о0 — заданный острый угол: 0 <  а„ <  it/2. Непрерыв­
ная на сегменте [sa, sbJ функция 0(s) является здесь равно­
мерно непрерывной. Поэтому по а0 можно подобрать такое 
число а0 =  а0 (а0) >  0, что как только a(tu t2) =  I s2 — s, | <  a0, 
так

Легко видеть, что а есть угол между касательными к L 
в точках t x и t2, не являющийся тупым.

Рассмотрим теперь все такие пары точек t2 на L, для 
которых a(tx, t2) >  о0. Так как r ( tx, t2) есть непрерывная 
функция от s, и во на замкнутом множестве sa <  s t, s2 <  sb, 
то она достигает своего минимума min r ( tx, t2) =  r0 (a0) =  r0 
по крайней мере в одной паре точек /2. Этот минимум 
положителен, ибо при т0 =  0 контур L имел бы точки само­
пересечения, что невозможно.

Если с центром в любой точке t0£L  описать окружность 
радиуса г <  г0, то все точки t(z L , для которых a(t, /0) >  о0, 
окажутся вне этой окружности, а точки, для которых 
a(t, t0) <  a0, будут внутри окружности. Обозначим через 1Г 
часть L внутри окружности. Точка /0 разбивает 1Г на две 
части, для которых s >  sn и s <  х0. Покажем, что при дви­
жении t по 1Г функция r(.v) =  r(/; /0) изменяется монотонно 
на каждой из этих частей. Для этого замечаем, что

a =  | 0(s2) —0( Si ) | <ao<- ^  • (1.4)

(1.5)
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где т — острый угол, образованный хордой t0t и касательной 
к L в точке t(s)\ верхний знак берется при s >  s0, нижний — 
при 5 <  s0. Но на дуге t0t всегда имеется точка (s*), каса­
тельная в которой к L параллельна хорде t0t. Поэтому на 
основании неравенства (1.4)

T(s) =  l9(s*) — 6(s) | <  «о <  тг/2 (1.6)
и на каждой из частей lr cos 7 >  cos а0 =  k0, 0 < £ 0< 1 . Зна­
чит, при s >  s0 dr/ds >  0, при s <  s0 dr Ids <  0, что и доказы­
вает монотонность r(t, t0) на каждой из частей. Попутно из 
соотношений (1.5) и (1.6) получаем справедливые для всей 
линии 1Г неравенства

kQ\ tfs| <  \dr\ <  | г/s |, (1.7)
или, что все равно,

^о1« —s0| < r ( / ,  /0X | s  — s0|, (1.8)
которыми мы будем часто пользоваться в дальнейшем.

Обозначим теперь через р„ наименьшее из чисел г0 и &0' ао 
и покажем, что это число удовлетворяет всем условиям 
теоремы.

Проведем с центром в t ^ L  окружность К? радиуса 
р <  Ро- Предполагая L замкнутым контуром, заставим точку 
t(s) двигаться по L от точки t0 (s0) до t* (s0 +  о0). При изме­
нении s от s0 до s0 +  а0 r(s) =  r(t, t0) монотонно возрастает 
от нуля до некоторого г.,. > /г0а0 >  р0. Значит, точка t(s) при 
своем движении встретит окружность /СР ровно один раз. 
Еще одну точку встречи L и К9 получим при перемещении 
t(s ) от /0 до ^**(s0 —а о). Других точек пересечения L с /СР 
быть не может, ибо для оставшейся части L имеет место 
условие a(t, t0) >  о0, а все такие точки, как мы уже видели, 
лежат вне К9 . Значит, внутри ЛГР точки t(^L составляют 
единственную разомкнутую дугу /р . При помощи тех же 
рассуждений можно убедиться в наличии двух точек пере­
сечения КР с разомкнутым контуром L, за исключением слу­
чая,, когда расстояние /0 до ближайшего конца меньше р. 
Пункт 1° теоремы доказан полностью.

Для любых двух точек t x, U дуги /р a(tx, t2) <  о0, так что 
имеет место неравенство (1.4), что говорит о справедли­
вости пункта 2°.

Из монотонности r(t0, t) следует, что любая прямая Дм 
близкая и параллельная А, пересекает дугу /р в какой-то 
точке tx. Если бы точек пересечения оказалось две, tx и t2, 
то хорда txt2 пересекла бы касательную в t0 под углом 7 =  р, 
а это невозможно, ибо по условию р >  (30 >  а0, тогда как по 
доказанному выше 7< а 0.

При доказательстве последнего пункта обозначим нету­
пой угол между Д и хордой t0t через «. Тогда либо
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<0 — р — 7 >  Ро — ао! либо ш =  р +  у, что возможно при р +  7 <  
<  «/2, так что опять ш > -р0 >  р0 — а0; либо ш =  гс — р — 7, 
когда р +  7 >  и/2, и опять <о >  к/2 — 7 >  р0 — ао-

Для краткости будем называть р0 =  Ро(ао) стандартным 
радиусом, соответствующим заданному углу а0, окружность

— стандартной окружностью, а дугу /Ро — стандартной 
дугой.

Если гладкие разомкнутые контуры =  а р 2 (j = \ , ..., т) 
расположены так, что bj совпадает с aj+x ( j— 1, . . . ,  /га — 1) 
и других общих точек эти контуры не имеют, то они обра­
зуют простой кусочно-гладкий контур L =  ULj — разомкну­
тый при а хф Ь т и замкнутый при а х= Ь т. Совокупность ко­
нечного числа простых кусочно-гладких контуров без общих 
точек называется простой кусочно-гладкой линией, а при 
наличии конечного числа общих точек — кусочно-гладкой 
линией (без свойства простоты).

Т е о р е м а  1.2. Если простой кусочно-гладкий контур 
L не имеет точек возврата, то для любой пары точек 
на L имеет место неравенство

К  I — S2 I <  I t\ — h  I <  I Sl — S2 /> 0 <  k0 <  1, (1.9)
где kQ — постоянная из указанного интервала, не завися­
щая от положения точек t x, t2 на L.

При доказательстве теоремы приходится различать два 
случая.

1. Дуга t xt2a  L является гладкой.
Когда t x и t2 лежат одновременно справа или слева от t0, 

интегрированием обеих частей равенства (1.5) в пределах от 
«1 до s2 и применением теоремы о среднем получаем

Г 2 —  Г, =  ±  COS 7 («*) (S2 —  S,) ,  S x <  s* <  s 2, 

или, что все равно,
| г, — r21 =  k I sx — s21, k =  cos 7 (s*).

Взяв 11 в качестве /0, будем иметь
—/2| =  ^ |s , —s2|, (1.10)

откуда, учитывая, что
0 <  k0 =  cos а0 <  cos 7 (s*) =  k <  1,

получаем неравенство (1.9).
2. Дуга t xt2 содержит угловую точку с.
Если окажется, что все три точки с, t u t2 лежат на одной 

прямой, то г =  | t x — t21 =  г, +  г2, где г, =  | t x — с |, r2 =  112 — с |. 
Но применяя неравенство (1.9) к гладким дугам ctx и ct2, 
при почленной сложении получим kn(ax +  о2) ^  гх +  г2 <  а( +  а2, 
если о, и о2 — длины дуг ctx и ct2. А так как о, +  о2 =  о (^, 2̂)=  
=  (Sj — s21, то утверждение теоремы доказано.
10



Если же с, t {, t2 не лежат на одной прямой, то из тре­
угольника ctyt2 по теореме косинусов имеем

г2 =  г\ +  г\ — 2r,r2 cos«),
где и) есть угол при вершине с. Учитывая, что 2Г[Г2 <  г\ +  г2 
получаем г  >  (г\ +  г2) (1 — cos со) =  2 (г2 +  г2) sin2 -^->(г, +  г2)2 X

X sin2 у . Значит, (г, +  r2) sin у  <  г <  г, +  г2. Но, как мы уже 
видели, для суммы г, -{- г2 имеют место неравенства 
*о(°1 +  аа) <  г\ +  г2 <  °1 +  °2- Кроме того, s i n y > £ " ,  где ^
некоторая положительная константа, ибо с есть угловая 
точка, отличная от точки возврата. Поэтому неравенство
(1.9) и в этом случае справедливо, при этом постоянная 
кь=  k'0k"Q по-прежнему не зависит от положения точек t { и t% 
на I  и удовлетворяет условию 0 <  k0 <  1.

§ 2. НЕКОТОРЫЕ КЛАССЫ ФУНКЦИЙ 
НА КУСОЧНО-ГЛАДКИХ ЛИНИЯХ

Пусть L -- произвольная кусочно-гладкая линия. Простые 
гладкие контуры, составляющие L, будем обозначать через 
Lk(k =  1 ,..., п). Точки пересечения этих контуров, угловые 
точки и даже концы иногда, следуя Н. И. Мусхелишвили, 
будем называть узлами  и обозначать с Д / = 1, . . . ,  т) или 
просто через с, если безразлично, о каком из узлов идет 
речь. Точки линии L, отличные от узлов, будем иногда на­
зывать обыкновенными.

Под функцией y(t) на линии L мы будем понимать функ­
цию, определенную равенствами

?(*) =  ?*(*), t£ L k, * =  1, - ,  п, (2.1)
где (0 — функции, однозначно определенные соответ­
ственно на (закрытых) дугах Lk, k = \ , . . . ,  п. Очевидно, функ­
ция 9 (t) однозначно определена во всех обыкновенных точ­
ках линии L и на ее концах. В узлах же, где сходятся 
несколько контуров Lk, 9 (0 является неопределенной
и если мы будем говорить иногда о значении 9 (() в каком- 
нибудь узле с, то будем относить с к одному из контуров, 
проходящих через с, и полагать 9 (с) =  9; (с).

В некоторых случаях нам удобно будет вместо t прини­
мать за аргумент функции 9 (t) длину дуги s. В этом случае 
вместо 9 (0 ~ 'p [^ (s)l будем писать просто 9 (5).

Удобная для нас в дальнейшем классификация функций, 
определенных на кусочно-гладких линиях, опирается на по­
нятие условия Гёльдера или коротко условия Н. Для функ­
ций, определенных на любом множестве Е  комплексных
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чисел С это понятие вводится совершенно одинаково. Функ­
ция ср (С), заданная на некотором множестве Е, называется 
удовлетворяющей, условию Гёльдера на этом множестве, 
если для любых двух значений С,, имеет место нера­
венство

Ы С ,)-? (С 2) | < Л | С 1- С 2Г, 0 < а < 1, (2.2)
где А и а — положительные постоянные. Постоянная А на­
зывается коэффициентом, а а — показателем условия Н. 
Чтобы указать, что функция <р(С) удовлетворяет условию Н  
с показателем а, мы будем коротко писать: ср (С) £ //(а ).
Условие Н{ 1) называют часто условием Липшица.

Из определения условия И  вытекает целый ряд простых 
предложений, которыми часто приходится пользоваться:

1°. Если ср(С)£Я(а), то и | <р (С) | £Я (а).
2°. Если множество Е ограничено и ср (£ )£ //(а), то ср(£)£ 

£ //(v) при всяком v <  а.
3°. Если <р(С)£//(а) и ср (С) 0 всюду на Е, то 1/<р(С)£

а ) .
4°. Если ср(С)£#(а) и ф (С) £ #(Р), то <р +  <|»£//(т), ср - ф ^ /У (т), 

где j  =  min (а, р).
5°. Если ф(С)£Я(а) на Е, a cp(vj)^//(P) на ф (Е), то ср ° ф (С)^ 

£Я(оф) на Е.
Очевидно, каждая функция, удовлетворяющая условию Н  

на некотором множестве, непрерывна на этом множестве, 
так что класс Н  является одним из подклассов непрерывных 
функций. Поэтому функцию класса Н  называют также не­
прерывной по Гёльдеру или просто гельдеровой.

Условие Н  следующим образом обобщается на случай 
функций нескольких переменных. Говорят, что функция 
ср (С!, ..., Ст ) удовлетворяет условию /У(а,, ..., ат) на некото­
ром множестве изменения переменных С,,..., С,п, если для 
любых двух совокупностей переменных CJ,..., Сш и C j',..., Vm 
из этого множества

т
I ср (с;,..., c j  -  ср с ; , . . . ,  с;) | <  S  л ,  | с; -  с; f ',  (2.з>

/■=1
где А} и ау- (j =  1, 2, . . . ,  т) — положительные постоянные.

Если ср(С[, ..., £„,)£#(а , , ..., ат ), то ср£Я(ау.) по переменной 
Су(/ =  1, . . . ,  от) равномерно относительно остальных перемен­
ных, ибо из условия (2.3) имеем

I «р(с>,..., с;, Су+1...... c j -

— т (Се...... q , су+1,.. . ,  д | < л , | с ; . - с ; А
при этом коэффициент и показатель ау не зависят от пере" 
менных k ф  j. Справедливо и обратное: если ср£Я(ау) по
12



каждой переменной С} в отдельности, причем равномерно 
относительно остальных переменных, то она удовлетворяет 
условию Я (а ,,..., ат) по совокупности переменных.

В дальнейшем, говоря об условии Н  по каждой перемен­
ной в отдельности, мы будем считать всегда, что оно вы­
полняется равномерно относительно остальных переменных.

Для функций ср (/), заданных на гладких линиях, можно 
получить ряд простейших признаков принадлежности клас­
су И. При этом нам понадобятся два известных неравенства

1/ Г + I  £ Г < 21- “ (1/1+  Ы Г , 0< а < 1, (2.4)

о <  Ы “ — | / Г < ( Ы  — ! / / ) “, (2.5)
устанавливаемых непосредственным вычислением максимумов 
функций

/Да) 1 + °а 
(1 + о)* ’

ф ( в ) = - ^ - ,  (1 -  <0*
а = Ш < 1.

|£|
Т е о р е м а  2.1. Пусть гладкий разомкнутый контур 

L — ab разбит точкой t0 на две части at0 и и t0b. Если 
ср (/) непрерывна на L и удовлетворяет условию Н (а) на 
каждой дуге at0 и t0b в отдельности, то ср(Д£//(а) на 
всем контуре L.

В данном случае справедливость условия (2.1) надо пока­
зать лишь для точек Д и Д, расположенных по разные сто­
роны от Д. Используя это условие для дуг at0 и t0b и при­
меняя неравенство (2.5), имеем

I 4 (Д) — ¥ (Д) I <  I 9 (Д) — <? (Д) I +  I <Р (Д) — <Р (Д) | <
<  А {| Д — Д f  +  | Д -  д П <  21_“Л | Д -  Д г.

Т е о р е м а  2.2. По переменному t функция
ra =  \ t -  Д Г, 0 < а <  1,

удовлетворяет условию Н(а) на любом гладком контуре L. 
Действительно, из неравенств (2.5) и (1.9) имеем

I г\ — г, | <  | г, — г21“ <  | s, — s2 \% <  koa | Д — Д Г-
Т е о р е м а  2.3. Если функция ср ((, т) по переменному t 

на гладком контуре L и по параметру т на некотором 
множестве Е удовлетворяет условию Н(а), то при 0 < Х <  
<  а <  1 функция

II— (о Г
удовлетворяет условию  / / ( а — X) по всем трем переменным.

В силу симметрии функции ф(Д Д, т) по переменным t и 
Д достаточно доказать справедливость теоремы по одному 
из этих переменных и по параметру т.
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Относительно параметра х доказательство проще. Раз­
ность

Д =Ф(*. г'о. t +  Л) —ф(г‘, t0, х) 
записываем в двух формах:

д  _  Ч>((’ т +  h) — 9 (jo. т +  h) _  ?(*■ т) — ?(<о. т) _

U — <0 Iх Н ~*о|Х
_  т (<, Т +  /г) — у (f, т) _  у (f„, X +  /г) — у (to, х)

\ t - t 0\X U — ^ |Х
Из первой формы при \ t — /0| < | Л |  получаем

| Д | < 2 Л | * - * 0Г Х< 2 Л | А Г \
а при \ t — <0| > | / / |  используем вторую форму:

| Д | <  M U tlL  <  2Л I h г_х.
\ t - t a\x

Эти оценки говорят о справедливости теоремы по пара- 
метру х.

При доказательстве по переменному t на основании тео­
ремы 2.1 можно считать, что дуга txt2 не содержит внутри 
себя точку t0, так что s0 <  $! <  s,,. Полагая для краткости

ф(5) =  ф[/(х), t(s0), х], ш (s) == 9 (t, х) — 9 (/„, х),
будем иметь

’W I +
|fS- f „  Iх

+  M « l ) |
\\t3- t a\x - \ t l - t„  Iх I 

Ml -  to Iх I t, -  t0 Iх —  Д 1 +  Д 2-

При оценке первого слагаемого Д, принимаем во внимание 
условие 9 {t, х)^Я (а) по t и неравенство (1.9). Имеем

д, <  Л
1̂  — |Х

Л !<»-<■ Iх
Иг I

11 h
• а—X

<

Aka < A k o l \ t l - t . 2\a- \

Обращаясь ко второму слагаемому Д2, учитываем прежде 
всего, что |ш(«1)| =  |<р(Л. *) — ?(*0’ т)| <  Л 1t x — /0|“, а к раз­
ности в числителе применяем неравенство (2.5). Получаем

Д2<  Л | f, — /0f ' x -|-<3 <  AkoX \ t x -  10Г Х =
H3-^o lx

=  Л&о”1 l^ - 0
Ml - и

1 X\ t x- t 2 r x <  Ako1\ t l - t 2 f~\
14



НО ЛИШЬ при условии |^! — ôl <  I t\ — h\-
Если же Ui — *ol>Ui  —*2|» т0 ПРИ оценке Д2 надо раз' 

ность 11 /'а — /'о Iх — I — г'о Iх I записать в виде

* - * ■  +  1 х - 1 < ! * , - * < >  Iх ( 1 + б  —  tt ) - 1*1 — 10 ч tl - -  *0 /
и учесть, что при любом х > 0  и 0 < X < 1  имеет место не 
равенство (1 +  л:)х — 1 <  ^х. Тогда будем иметь

Д2 <  А1 \t i - tp  1“
\t3- t 0 Iх

б — t2 
tl — to

=  A l ti — 11 ix 
2̂ — t0\

ti -  b  I1-"  
*1 — <0 I

t i - t  2 |a-X<  AUo*

что и завершает доказательство.
Доказанная теорема остается в силе, если т =  0̂. 
Т е о р е м а  2.4. Если на гладком контуре L функция 

<р(^)£Я(а), и функция ограничена на L и имеет произ­
водную, удовлетворяющую условию

da
dt

<
С

\ t - t o \  ’
t t0, (2 .6)

где С — постоянная, a tQ — некоторая фиксированная точка 
на L, то функция

ф ( о = ш (о [? (*) — <р т
также удовлетворяет условию И (а) на 

Рассматривая
IФ (Л) — Ф (*2) I <  Iш (*2) 11 9 (Л) — 9 (h) I +  

+  I ш (М — “ Vi) 11 9 (*i) — 9 (*o) I =  Д1 +  д2>
опять оцениваем отдельно оба слагаемых. Обозначая через 
М  максимум |ш(0 | на L, имеем

Д ,<  A M \tl - t 2\\
а также
Д2 <  2AM  | t x -  t0 Г =  2AM I -  t2 Г <  2ЛЛ4 u , -  ti f  ,

но при условии I tx — t01 <  I t x — t21.
Если же | t x — t01 >  | t x — t21, то при оценке Д2 надо исполь­

зовать условие (2.6), причем вычисления становятся проще, 
если перейти к параметру s. При этом надо учесть, что

da   da dt da /0
dt ds ds ds

и условие (2.6) эквивалентно следующему
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ds <
Ck;-1

'•Sol
1 S 7̂  S0-

Имеем (0 <  S <  1):
Д2 =  I «Р Ой) — <P (•«о) I | “ (S,) — «> (s2) I <

<  A I 5, — S0 Г I ®' [S] +  («2 — S|) &] I I «1 — «2 I <

< ACk].-i
| Sl — So + (*2 — S,)6|

| Sj — s2| <  ACk о 11 s, — s0

<ACko*~1\ t l — t2 U —L
1̂ 0̂

1—a
<  A C k ^

| S| s21 

\ t y - h V

и теорема полностью доказана.
При помощи этих простых теорем удается проверить вы­

полнимость или невыполнимость условия Н  для большого 
числа функций. Рассмотрим в качестве примеров некоторые 
элементарные функции, с которыми мы будем часто иметь 
дело в дальнейшем.

1. Логарифмическая функция. Условимся под In (t — z0)
на гладком контуре L понимать предельное значение вполне 
определенной ветви In(z — z0) многозначной функции

Ln (z — z0) =  In | z — z01 +  i Arg (z — z 0),
когда z  стремится к t £ L ,  оставаясь слева от L (по отноше­
нию к положительному обходу). Известно, что выделение 
однозначных ветвей у Ln( z— z0) возможно лишь в плоско­
сти, разрезанной вдоль некоторой простой кусочно-гладкой 
линии, соединяющей точки ветвления z0 и оо. Этот разрез 
мы будем для краткости обозначать через (z0, оо) или же 
через (z0, /*, оо), когда он пересекает линию L в некоторой 
точке /*, и считать его двубережным. Точку z, лежащую на 
левом берегу (если смотреть вдоль разреза от точки z 0) 
будем обозначать через z +, на правом— z~. Переход от z + 
к z~ можно осуществить лишь по некоторой замкнутой ли­
нии, охватывающей точку z0. Поэтому Arg(z~ — z0) =  
=  Arg (z+ — z0) +  2тЛ, так что для любой ветви Ln(z — z0) 
разрез (z0, оо) является линией разрыва первого рода и на 
берегах разреза имеет место соотношение

Ln (z~ — z0) =  Ln (z+ — z0) +  2r.i.
Если через 8 =  arg(z —z0) обозначить наименьшее по аб­

солютной величине значение Arg(z — z0) и отсчитывать этот 
угол 8 от некоторого фиксированного направления, напри­
мер, от положительного направления касательной к линии L 
в некоторой точке /0, а соответствующую ветвь Ln(z — z0) 
обозначить через ln(z — z0), то будем иметь

In (z — z0) =  ln | z — z01 i8, 0o <  8 <  0O +  2ir. (2.7)
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Значения любой другой ветви Ln (z — z0) отличаются от 
In (z — z Q) на целое кратное 2ад:

Ln (z — z0) =  In (z — z0) +  2nik, k =  0, ± 1 , ± 2 ,. . .
Отметим некоторые свойства функции (2.7) на контуре L. 
Когда Zq^ L  и разрез (z0, оо) не пересекает L, функция 

1п(  ̂— z0) всюду на L имеет ограниченную производную и, 
следовательно, удовлетворяет условию И (1). В случае раз­
реза (z0, t*, оо) точка /* £ /. будет для In (t — z0) точкой раз­
рыва первого рода с известной уже нам величиной скачка

In (t~ — z 0) — ln (С — z0) =  2тсi. (2.8)
Допустим теперь, что z 0 =  t0^L . В этом случае на любой 

дуге ab a  L, не содержащей /0, In (/ — t0) £ Н(\).  Если же 
t0£ab,  то при переходе через t0 функция 1п(^ —/0) терпит 
разрыв, при этом у вещественной части ln| f  — /0| скачок 
бесконечен, у мнимой части & =  arg(^ —10) скачок равен тс, 
ибо 0 (/0 +  0) =  0о, й (t0 — 0) =  0О +  тс. Однако функция

ф(0 =  и ~  Iх In К — /01, 0 <  X <  1,
удовлетворяет условию /7(Х —е) при любом е > 0  и в<Х  
Убедиться в этом можно на основании теоремы 2.4, если, 
положить ср (t) =  11 — t0 Г е. ю (t) =  11 — tQ |Е In 11 — t0 1. В более 
общем случае, если ср(/)£//(Х) на L, то переписав функцию

'Д  ( 0  =  [?  ( 0  —  <p (*o ) ] l n l<  —  *ol
в таком виде

Ь  (f) =  T (0 ~ -y (U - M - / о Г In | /  — /01. 0 <  е <  X,
|< -  to Iе

убеждаемся, что ф, (̂ ) £ /7(Х — г).
2. Общая степенная функция по определению

(z — z oy  =  exp [т Ln (z — z0)]

многозначна при у =  а +  /3 нецелом, с теми же точками 
ветвления z0 и оо, что и логарифмическая функция. В пло­
скости с разрезом (z0, оо) каждой фиксированной ветви ло­
гарифма соответствует определенная ветвь функции (z — zoy . 
Остановимся коротко только на свойствах ветви

£ (z, z0) =  exp [у ln (z — 20)|, (2.9)
соответствующей ветви (2.7) Ln (z — z0), ибо все другие ее 
ветви отличаются от \ (z , г )̂ лишь постоянным множителем

(г -  z0Y =  е ^  £ (z, z 0), k =  0, ±  1, ...
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Когда z 0£ L  и (z0, со) не пересекает L, E(i, z0) £ H (  1> 
В случае разреза (z0, t*, оо) в точке i*£Z. у Е(t , z0) будет 
точка разрыва первого рода и на основании (2.8)

Ц(~, z,) =  ei^ ( t t ,  z0). (2.10)
Свойства функции Е (t, /0), t0^ L ,  существенно зависят от 

величины а. Чтобы показать это, запишем Е(/, t0) в таком 
виде
£ (t, t0) =  exp [7 In 11 — t01 +  Ч&] =  \t  — t0 Г exp [ip In 11 — i0 | + 4&]. 
Функция

и (t) =  exp [ip In 11 — i01 +  if^] =
=  e'T<> [cos (P In 11 — i01) +  i sin (P In 11 — i01)], 

не являясь непрерывной в точке t0, всюду на L ограничена 
и так как при t=/=t0

-%Г In (t — t0)at
d. In < — <0 . df>

ds ds_
dt
ds

TO
din I t — f0| 

ds < 1
I* — *0 I

M __ 1_
ds ' I t — f0 I

откуда следует, что ю (t) удовлетворяет условию (2.6). По­
этому на основании теорем 2.2 и 2.4 при 0 < а <1  E(i, i0)£  
£Я (а). Когда а > 1 ,  функция Е (/, /0) имеет ограниченную на 
L производную

*'(*. о̂) =  Т U — <оГ- 1(0(Ов_Л
и потому удовлетворяет условию Н ( 1). При а =  0, р =7̂ О 
функция E(i, t0) обладает теми же свойствами, что и>(̂ ): 
в окрестности точки i0 условию Н  она не удовлетворяет, 
ибо t0 для нее является точкой разрыва с неопределенным 
точно, но ограниченным скачком. Однако произведение

Ф(*) =  1* -  Г S(̂ , t0), 0 < Х < 1,
удовлетворяет условию Я(Х).

Мы изложили столь подробно свойства логарифмической 
и степенной функций со следующей целью. Рассматривая 
в дальнейшем функции на гладких и кусочно-гладких ли­
ниях, мы будем предполагать их гельдеровыми всюду, за 
исключением конечного числа точек, в которых будут осо­
бенности логарифмического или степенного типа. Все мно­
жество таких функций удобно разбить на следующие классы.

1) Класс И. Сюда отнесем все функции, однозначно опре­
деленные как в обыкновенных точках линии L, так и в уз­
лах, и удовлетворяющие условию Н  на каждой из закрытых 
дуг Lk, составляющих L.
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2) К классу Н0 на L отнесем такие функции <р(̂ ), для 
которых все функции в равенствах (2.1) удовлетворяют 
условию И  на соответствующих закрытых дугах Lk.

При определении следующих двух классов допустимые 
у <р (/) особенности отнесем к числу узлов для упрощения 
формулировок.

3) Будем говорить, что функция <? (t) принадлежит, классу 
Н*, если она удовлетворяет условию И  на каждой закрытой 
части линии L, не содержащей узлов, а вблизи любого узла 
представима в виде

t (, ) = _ £ lW_ ,  (2.11)
(t — сУ

где у =  а +  ifl, причем 0 < а < 1 ,  а ср0(/) —функция класса Н0 
в окрестности с. Под (t — cУ мы будем обычно понимать
Ц*, с)-

4) Будем говорить, что функция <f(t) принадлежит  
к классу Н*г в окрестности узла  с , если она принадлежит 
классу Н* при сколь угодно малом а в окрестности этого 
узла, так что при произвольном е >  О

lim 11 — с |£ ср (t) =  0. (2.12)
t —C

Примером ограниченной функции класса Н * является 
%(t, c ) = ( t  — c)^, неограниченной — In(t — с).

§ 3. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА

Интегралом от функции f ( t )  вдоль гладкого или кусочно­
гладкого простого контура L, заданного уравнением (1.1) 
будем называть число

sb

\ f ( t ) d t =  f /  [ /(« Ж  ( * ) ( 3 . 1 )
/: s'a

где в правой части интеграл от комплексной функции дей­
ствительного переменного f [ t  (s)] ? (s) =  U(s) 4- il4(s) пони­
мается как соответствующая линейная комбинация интегра­
лов от действительной и мнимой частей. Если f ( t )  непре­
рывна на L, то оба вещественных интеграла от U (s) и И(«) 
будут существовать в смысле Римана как интегралы от не­
прерывной функции в случае гладкого контура L или раз­
рывной, но ограниченной функции, когда L — кусочно-глад­
кий контур.

В соответствии со свойствами вещественных интегралов 
под интегралом от непрерывной функции / (t) по кусочно­
гладкой линии L следует понимать сумму интегралов вдоль 
гладких контуров Lk, составляющих L, от непрерывных функ­
ций f k{t), определяющих f(t):
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„ т л
| / ( / ) л =  £  j f k (t)dt. (3.2)

L

Е сли f{t)  на L принадлежит классу Н* или Н*, то ин­
тегралы от U(s) и l/(s) будут существовать как несобствен­
ные, так как в силу условий (2.11), (2.12) и неравенства (1.9) 
в окрестности каждой особой точки c =  t(sc)

В этом случае криволинейный интеграл (3.1) или (3.2) от f ( t )  
по L будем называть несобственным.

Из определения вещественного несобственного интеграла 
следует, что несобственный криволинейный интеграл можно 
получить из обычного криволинейного интеграла предель­
ным переходом. Для этого при наличии одного узла с из L 
надо выбросить некоторую окрестность точки с, например, 
стандартную дугу t tt2 (или дугу ctv высеченную стандартной 
окружностью с центром в с, если с — концевая точка), 
взять интеграл по линии L \ t lt2 от / ( / )  (или по L \ c t l) 
и перейти к пределу, заставляя tx и t2 стремиться к с неза­
висимо друг от друга:

При наличии нескольких узлов надо L разбить на состав­
ляющие контуры Lk так, чтобы каждый из них содержал не 
более одной особой точки ск. Тогда в силу равенства (3.2) 
несобственный интеграл по L представится как конечная 
сумма пределов вида (3.3).

Если несобственный интеграл по линии L существует, 
то говорят, что f  (t) интегрируема по L, а в случае суще­
ствования несобственного интеграла по L от \f{t)\, функцию 
f ( t ) называют абсолютно интегрируемой по L. Ясно, что 
абсолютно интегрируемая функция является интегрируемой.

Особый интерес для нас представляют интегралы от 
функций f ( t ,  z), зависящих от параметра. Приведем несколько 
теорем, характеризующих свойства таких интегралов.

Т е о р е м а  3.1. Если функция f ( t ,  z) определена и не­
прерывна при t £ L ,  z ^ E , где L — кусочно-гладкая линия, 
а Е — некоторое множество, и если

U(s )< , V ( s ) < — ^ ---- , 0 <  v <  1.
I S - S ' f

(3.3)

lim/(^, z) =  <р(2')> z £ E ,
z-*z0

равномерно no t^ L ,  mo
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В самом деле, из равномерного стремления к пределу 
следует, что для любого в >  0 найдется такое 8 >  0, что при 
всех t ^ L  \ f( t ,  z) — (f(i)\<B/l,  как только \г — z0|<8 (/ — 
длина L). Поэтому, учитывая, что модуль криволинейного 
интеграла не превосходит произведения максимума модуля 
подынтегральной функции на длину линии интегрирования, 
получим

<Р {t)\dt

Т е о р е м а  3.2. Если L и Г — кусочно-гладкие линии и 
f ( t ,  z) определена и непрерывна при t £ L ,  z £ T ,  то функция

F { z ) = \ f { t , z)dt
L

непрерывна при z £ T  и
j1 | /  (t, z) dtdz =  I* I" f ( t ,  z) dzdt. 
г/. 1 i'

Чтобы убедиться в непрерывности F(z), рассмотрим раз 
ность

F{z) — F (С) =  |  I f  {t, z ) - f ( t , C)}dt.
L

Из непрерывности f ( t ,  z ) на замкнутых множествах £ и Г 
следует ее равномерная непрерывность по совокупности 
переменных. Это означает, что | f ( t u z x) —f ( t 2, z2) | <  е, как 
только 11\ — t21 +  | z, — z21 <  о для любых nap t x, t2£ L  и 
Zj, z2£T.  Поэтому o > 0  можно выбрать так, что |/ ( / ,  z) — 
— f ( t ,  C) | < s //, если \z — С|<8 и любое t £ L ,  и тогда
IF (z ) — ^  (Q I <  е-

В силу непрерывности F (г) интеграл от нее по Г: z =  z(a), 
од <  а <  ав, существует и равен

j  F (z) dz =  J  j* f ( t ,  z) dtdz =
Г Г L

°B sb
=  j  j' f[t(s),  Z{a)\t'(s)z'(<j)d<3ds =

°B sb
=  j' j" [£/(s, o) +  iV(s, a)] dsdz.

°A Sa
Но в двойных вещественных интегралах от непрерывных 
функций U(s, о) и И(х, о) возможна перестановка порядка 
интегрирования, что и завершает доказательство теоремы.
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Т е о р е м а  3.3. Если функция f ( t ,  z), непрерывная по 
t £ L ,  является аналитической по z  в некоторой области D 
( при любом. t£L) ,  то функция

F {z) =  |  / (t, z) dt (3.4)
L

является аналитической в D и
F'(z) =  \ z)dt. (3.5)

Возьмем некоторую область D*, лежащую в D вместе 
с границей Г. По теореме 3.2 функция F (z) непрерывна 
в £>* и

^ F( z )dz  =  z )d td z=  z)dzdt.
г г/. I t

Но интеграл от f ( t ,  z) по Г равен нулю по интегральной 
теореме Коши. Следовательно, F(z) удовлетворяет условиям 
теоремы Морера и потому является аналитической в D.

В силу аналитичности F(z) в любой точке z  из D * может 
быть представлена интегралом Коши, а ее производная F' (z) 
в виде интеграла

F'(z) Е(т)
(х — г)2

dz.

Отсюда, заменив F (z) интегралом от f ( t ,  z) по L и изменив 
порядок интегрирования, получим выражение для F' (z), ука­
занное в формулировке теоремы:

Г L

=  Г dt —  Г ^- - х— dz =  Г f  ((, z) dt.
.) 2w J ( x - z ) 2 У гУ
L T L

При помощи теоремы Морера и теоремы 3.1 легко дока­
зывается

Т е о р е м а  3.4. Если функция f{t ,  z) аналитическая по 
z в области D при любом t£ L  и если

lim f ( t ,  z) =  <f(z)
о

равномерно по z в любой замкнутой части D, то функция 
tp (z) тоже аналитическая в области D.

Так как функция f ( t ,  г) по z непрерывна в области D , 
то из равномерности стремления к пределу сразу следует, 
что и предельная функция <р (г) непрерывна в любой замкну­
той части D* a  D. Если Г есть граница £>*, то по тео­
реме 3.1
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.f
=  lim

t-ц j / ( * ,  2:) dz.

Но последний интеграл по теореме Коши равен нулю 
и функция <p(z), удовлетворяющая всем условиям теоремы 
Морера, аналитична в D.

Несобственный интеграл, зависящий от параметра, назы­
вается равномерно сходящимся, если предел

lim
/ „  t2- c

j* f ( t , z ) d t =  | '/ ( / ,  z)d t
L \  I

существует равномерно относительно z £ E .  Одним из при­
знаков равномерной сходимости несобственных интегралов 
является

Т е о р е м а  3.5. Если при всех t£ L  и z ^ E  имеет место 
неравенство |f ( t ,  z)|<|<p(<)| и функция <р (/) абсолютно ин­
тегрируема по L, то | f ( t ,  z)dt  равномерно сходится по

L
z ^ E .

Чтобы убедиться в этом, надо совершить переход к пре­
делу при t2—*c в неравенстве

] \ f ( t ,  г ) | | Л | <  J |<р(0 | |Л | .
iV A

Для равномерно сходящихся интегралов остаются в силе 
теоремы 3.1— 3.3 при незначительных изменениях в формули­
ровках. Приведем в качестве примера формулировку тео­
ремы 3.3 для этого случая.

Т е о р е м а  3.3*. Если функция f ( t ,  z) является анали­
тической по z  в некоторой области D, кусочно-непрерыв­
ной по t на линии L и интеграл (3.4) сходится равномерно 
для z ^ D , то он представляет функцию аналитическую 
в D, производная от которой вычисляется по формуле
(3.5) непосредственным дифференцированием под знаком 
интеграла.

Выбросив из L сколь угодно малые окрестности точек 
разрыва функции f ( t ,  z), к интегралу по оставшейся части Z/, 
где f ( t ,  z) непрерывна, применяем теоремы 3.3 и 3.4. Таким 
путем получим заключение об аналитичности E(z). Справед­
ливость формулы (3.5) доказывается так же, как в тео­
реме 3.3.

§ 4. ГЛАВНОЕ ЗНАЧЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ

1°. Интеграл типа Коши

Ф (z) =  — ( ^ d z  (4.1)
2w J t — г

L
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представляет из себя частный случай криволинейного ин­
теграла, содержащего параметр z, относительно которого 
подынтегральная функция

/ К  «) =
1 ? (т)

2 зч т — z : £  L,

является дробно-линейной и, следовательно, аналитической 
всюду в расширенной плоскости, кроме точек z =  -z^L. По­
этому, когда плотность ср (х) непрерывна на L, /(т , z) при 
z £ L  удовлетворяет всем условиям теоремы 3.3 и, значит, 
интеграл (4.1) вне линии L представляет аналитическую 
функцию.

В более общем случае, когда <р(т) определена на L 
всюду, за исключением, разве, конечного числа точек и аб­
солютно интегрируема на L, интеграл (4.1) равномерно схо­
дится по z  на любом замкнутом множестве Е, не содержа­
щем точек линии L. Действительно, обозначим через R 
радиус круга с центром в начале координат, в котором ле­
жит множество Е, а через d — расстояние от Е  до L. Тогда 
для т {-L и z £ E  |т — z \ >  d для всех т£ /., а при |z |>2R 
|т — 2 | > Ы  — \ z \ >  R. Поэтому всегда существует такая 
постоянная M =  M ( d , R) >  0, что имеет место неравенство

1/ К  Л 1- Д 9 (т) 
т — Z

<  М\  ср(т)|

при всех и z ^ E ,  откуда на основании теоремы 3.5 и
вытекает равномерная сходимость интеграла (4.1). А отсюда 
по теореме 3.3* следует аналитичность интеграла типа Коши 
в любой области, не содержащей точек линии интегриро­
вания.

Что касается поведения Ф (z) в бесконечно удаленной 
точке, то выбросив из L сколь угодно малке окрестности 
Дj особых точек ср(и) и точек, где <р(т) не определена, полу­
чим линию L' =  L \U & - j  такую, что при г —> со (z£Z.) 
/ ( т, z) —>0 равномерно относительно Значит, по тео­
реме 3.1

Пт Г/(х, z)d-. =  О,Z-+oo J
L'

откуда путем перехода к пределу при всех Д,—*0 получаем: 
Ф (оо) =  0.

Резюмируя изложенное, получаем теорему, полностью 
характеризующую свойства интеграла типа Коши вне линии 
интегрирования:

Т е о р е м а  4.1. Если L — кусочно-гладкая линия, на ко­
торой функция <р(т) определена всюду, кроме, может быть, 
конечного числа точек, и является абсолютно интегрируе-
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мой, то интеграл типа Коши (4.1) представляет аналити­
ческую функцию в любой области, не содержащей точек 
линии L, при этом Ф(оо) =  0 и производные любого порядка 
от Ф (г) вычисляются по формуле

ф(") ср (т) dz 
(т — Z)n+i

п =  1, 2,... (4.2)

2°. Допустим теперь, что под знаком интеграла (4.1) 
вместо параметра г стоит параметр t £ L ,  так что формально 
имеем

Ф (<) = ■ ^ L d z .
т — t

(4.3)

Легко видеть, что даже при непрерывной плотности ср(̂ ) 
этот интеграл не существует как обычный несобственный. 
Однако для определенного класса функций ср (О его можно 
понимать в смысле главного значения по Коши. Это понятие 
состоит в следующем.

Пусть t есть обыкновенная или угловая точка линии L, 
отличная от концевой. Опишем из t как из центра окруж­
ность \z  — гМ =  р настолько малого радиуса р, чтобы она 
пересекала линию L ровно в двух точках t x и t2, и обозна­
чим через Lp часть L, лежащую вне этой окружности. Если 
существует предел

lim -p- \ t £L,  (4 4)
р -*0  J  х —  t v /

Lp
то он называется главным значением интеграла (4.3).

В этом определении, как и при определении несобствен­
ного интеграла, точки t x и t2 стремятся к точке t, но не 
любым образом, а оставаясь все время на одинаковом рас­
стоянии от нее: 11 — t v[s=\t — t2\. Поэтому, если интеграл
(4.4) существует как обычный несобственный, то он суще­
ствует и в смысле главного значения, но не наоборот.

Укажем лишь один из случаев, когда главное значение 
интеграла типа Коши существует.

Т е о р е м а  4.2. Если L — простой кусочно-гладкий кон­
тур и плотность ср (t) удовлетворяет условию //(А) на L, 
то главное значение интеграла типа Коши существует 
для любой точки t 6 L ,  отличной от концов.

Для доказательства напишем
1 [’ ? (т) dz  =  _ J _  с ? (т) — ср (0  ^  <рД) г dz

2 та J т — t 2ш J  т — t 2 тл J  т — t
L р С р L  р

Так как с р т о  при р—>0 первый интеграл в правой 
части имеет пределом обычный несобственный интеграл
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_L_ г у о  — ? (о ^
2ти J т — i

L

Поэтому надо лишь доказать существование предела второго 
интеграла.

Предположим сначала, что контур L замкнутый. Обозна­
чим через С+ (t, р) дугу окружности C(t, p ):|z  — /| =  р, сое­
диняющую точки tx и t2 в том же направлении, что и линия 
L( , и расположенную в области D +, ограниченной контуром 
L (рис. 1а). По теореме Коши

Г dr Г dx 
J т — t J  т — г
ip с + (Л Р)

Но последний интеграл легко вычисляется. На С+ (t , р) имеем 
т =  t +  ре'\ где arg (/2 — t) <  0 <  arg(/, — t). Значит

f
c + (t. P)

i [arg (it - 0  — arg (t2 -  0] =  i* (p).

Величина a(p) представляет собой угловую меру дуги C+(t, р). 
При р—>0 она, очевидно, стремится к углу а между каса­
тельными к контуру L в точке t. Следовательно, интересую­
щий нас предел и интеграл (4.3) в смысле главного значения 
существуют. Для вычисления главного значения получаем 
формулу

Ф (0  =  —  (' * (т) ~  ? (0  d x  -|— — ср ( t ), 0 <  a <  2тс. (4.5)
2та J х — t 2я

L
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Здесь значениям а =  0 и а =  2тс соответствуют точки воз­
врата. Для неугловых точек а =  тс, ибо первая касательная 
проводится к участку контура L, следующему за точкой t, 
а вторая — к участку до точки t, так что направление пер­
вой касательной совпадает с направлением контура L, а на­
правление второй касательной противоположно направлению- 
контура.

Если же представить Lf в таком виде Lp =  p)r
где C_(t, р) есть дуга той же окружности C(t, р), ведущая 
от t2 к t v но расположенная справа от L (рис. \в), а замкну­
тый контур Z.* состоит из L? и дуги C_(t, р), проходимой 
в обратном направлении, то как и раньше

=  j  -Ё2- =  2ш +  i[a(p) — 2«] =  w ( P)

ip  U  C_ </. p)

и для вычисления главного значения получается та же фор­
мула (4.5).

В случае разомкнутого контура L =  ab при вычислении 
главного значения опять приходится использовать интеграл 
типа Коши с _плотностью <p(f) =  l. Чтобы вычислить этот 
интеграл при z £ab ,  возьмем одну из первообразных для 
(х — г )-1 по переменному т. По параметру г эта первообраз­
ная должна быть однозначной, как и подынтегральная функ­
ция. Таковой будет, очевидно, любая ветвь ln (x  — z) с раз­
резом (х, Ь, оо) в плоскости z, состоящим из дуги хбсг/, 
и разреза (b, оо) по любой кусочно-гладкой простой кривой. 
Тогда

Ф (2)
1 f  *  1 . , ,

----- \ -------- = -------In (х — Z)
2ni J z — z 2ти

ab

т =̂ь

b — z— [In (b — z) — In (a — z)] — —̂7 1п ‘
2 иг 2 яг а — г

1 , г — Ъ —  In-----
2 ni г — а

будет однозначной в плоскости с разрезом по L = a b  функ­
цией, исчезающей на бесконечности, ибо при достаточно 
больших z

г —b а — b . а3 — Ьа . я3— Ь3In ----- = ---------1-----—---- 1----- —---- Ь ...2 — а г 2 z2 3 z*

При вычислении главного значения Ф(0 в общем случае,, 
обозначая как и раньше через С+ (t, р) дугу окружности C(t, р) 
с положительным направлением, ведущим от t2 к t x, и рас­
положенную слева от L, а через Z.* простую кусочно-глад­
кую дугу, состоящую из Lp и дуги С+ (t, р), проходимой по 
часовой стрелке (рис. 2а), можем написать
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Рис.'2.

,f
d-c

т — t
C, (t, P)

Обозначим через

[in — 1L z — ajj
исчезающую на бесконечности ветвь функции Ln \{z—b)/(z—а)] 
в плоскости с разрезом по L*. Так как t не лежит на L*, то

г*
Значение второго интеграла по С+ (/, р) нам известно, оно 
равно га (р), так что

. t — ь~\ , ■ / \In -----  +  га (р).г — я J*

Когда р—*0, контур Lf. стремится к L так, что точка t все 
время остается справа от Поэтому

Нш Г In 1— -

есть предельное значение исчезающей на бесконечности 
однозначной в плоскости с разрезом по L =  ab ветви лога­
рифма
28



когда z

In -— - =  In (z — b) — In (z -  a), 2 — a
t справа от L. Так как <х(р)—»а при р

+  га,

О, то

на основании чего в качестве главного значения интеграла 
(4.3) получим такое выражение

9 (т )  —  у  ( t )  ^  

т — t , - т (0 +  ^2т. 2то

0 < а < 2*.

(4.6)

Формулу (4.5) можно получить отсюда при а =  Ь.
Вместо С+ (t, р) можно брать дугу C_(t, р) (рис. 2в). Ее 

дуговая мера равна а(р) —2-п:, а точка t находится слева от 
Z*. Поэтому при р—>0

lim
Р-0

In t — b
t —  a

+  i (a — 2k)

и для вычисления главного значения получается формула

Ф(;) =  J - Г .?.(*>—
2 ш J т — t

L
О <  a <  2к.

т (0 +  £ ?2т In t — Ь~| + 
t — aj ’

(4.6*)
Чтобы убедиться в совпадении правых частей в формулах
(4.6) и (4.6*), нужно учесть, что на L = ab

Сделаем два замечания.
1) Формулу (4.6*) можно получить из формулы (4.6) для 

интеграла
Ф (*)=  ^  f — ^  tW  =  - ? W -2т J х —  2 

Ьа

2) При получении формул (4.6) и (4.6*) интегралы от 
(т — t)~l по дугам С± (t, р) можно вычислять не заменой пе­
ременных г — t =  ре'°, а рассматривать их как интегралы типа 
Коши с плотностью ф (/) =  1. Тогда на основании изложен­
ного выше

Г —  =  in ' =  In +
J т — t t2— t \t — t2 |

C+ (t, p)

+  i [arg (t{ — t) — arg (t3 — t)\ =  га (p).
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Из этого способа вычислений следует, что при определе­
нии главного значения от выделенной дуги t tta не обяза­
тельно требовать, чтобы 11 — tx | =  11 — t21; достаточно, чтобы 
при —>t и t2 —>t имело место предельное соотношение
| / — t t |/| t — t21—»1; в частности, точки t x и t2 можно брать 
так, чтобы дуги txt и tt2 имели одинаковую длину.

Одно из основных свойств главного значения интеграла 
типа Коши на линии интегрирования описывает

Т е о р е м а  4.3. Если L — гладкий контур, на котором. 
ср(<)£#(Х), 0 < Х < 1 ,  то всюду на L, исключая, может 
быть, сколь угодно малые окрестности концов, Ф ( t ) ^ H  (X) 
при Х< 1 и Ф( 0£Я( 1  - е )  при X =  1, где £ — сколь угодно 
малое положительное число.

Поскольку контур L гладкий, главное значение при всех 
t £L ,  отличных от концов, определяется формулой

? (*) — <Р (О 
х — t

Поэтому утверждения теоремы надо доказать лишь для ин­
теграла

/ ( < ) =

L

Обозначим через Lt часть контура L, лежащую вне окруж­
ности \z — t ' \  =  p, а через /р — часть контура L, лежащую 
внутри окружности. Тогда можно написать

/  (t" )  — /  ( ( ' )  — / ,  +  / 2 +  / 3,

где
_  П ?(х) — ч> (х) — у (Г)1\ .

1 J  1 х — t" i  — t '  j  ’
lt

/.«i? (о-?«*)]
ч

/3 =  j  I? M -  т (O l ( ”  -  73? )  dx .
h

Оценим по модулю каждый из этих интегралов, положив

P =  otJ/" — t'\, т>\.  (4.7)

Так как \dz\ =  \do\ и на всей дуге L справед­
ливы неравенства (1.9), то
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| / 1| < A { J | T - - f ' | x- 1| A | +  J

<  Л {j J | о — s' |X_1 \da\ + j  | a - s " | X” V a |} .
Si St

Оба последних интеграла вычисляются совершенно одинаково: 

j I О — s' |X_11 do I =  j  (s' — a)X~'da +  j' (a — s 'f^ d o  =
Si Si S'

=  ) r ' { ( s ' - Sl?  + (s2- s ' ) x]-,

j  I a -  s" 11 do | =  X- 1 l(s" -  Sl)x +  (s2 -  s " ) \  
ii

Применяя к каждой из полученных величин неравенство
(2.4), будем иметь

| /1| < 2 ЛХ- 12,- х(52- х1)\
откуда при помощи неравенства (1.9), условия 112 — t x | <  2р 
и соотношения (4.7) получаем окончательно

| /, | <  22_хЛХ-!^ х| t2 - t x |х <  4 A \~ 'kvxtn 11" -  t' |x. 
Второй интеграл /2 оценивается проще. Так как

1
dx

In-■t— tp^o t' +  Ш

и t' не совпадает ни с одним из концов L, то этот интеграл 
ограничен и в силу условия <р(^)£Я(Х) имеем

|/2| < Л 2К -  f  Iх.
При оценке /3 надо учесть, что при 

Ь ~ * ' |  > ? =  m \ t " ~  i'\, т - Г | > р ( 1-  =

на основании 
имеем

чего из неравенства | т — t' | <  | т —  t"\ +  \t"— t'

| X  —  t "  I | T  —  t"  I m —  1 *

Поэтому

\I3\ < A \ f - t / | Г Id- [
J \x — t" |1_x| X — H I
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При вычислении последних интегралов приходится различать 
два случая. При X <  1 имеем

*-* 1 О da
(® — S') >—X

(s' —■s))X l —(s' — sa)K l — (s,, — s')1 1 + (ss — s')x 1 <

<  [(s' -  s j - 1 +  (s2 -  Iх- 1,

I /31 <  Л3|F  -  t' Iх , Л , = ^  (то ~  l ) '- 1 kl~\

Мы воспользовались здесь тем, что
р == тп | f  — t' I <  I т — t' I <  10 — s' I

при всех а из промежутков sa <  a <  s lt s2 <  a <  sb. Эти же 
неравенства при a =  s,, s2, sa, sb применяем и в случае X =  l:

*>1 О

№ 4 ;
da

In

< In 1 In

<У_ — fa ) (Sb — * ')  
(S ' —  S , ) ( S 2 —  S ' )

1

<

(•s' —Si) (s2 — s')

14  I С  4Л  11" — t '  I

l(« '  —  Sa) (Sb —  S ')  

1

<  4 In 1
11" — t' I

In

Так как при p-^0 и любом сколь угодно малом е > 0  имеем 
11" — t' |s I In 11" — t' I —>-0, то отсюда следует ограниченность 
этого произведения и окончательная оценка для /3:

|/3| < л 3К - л 1- .
Чтобы завершить доказательство теоремы при Х =  1, надо 
лишь обратить внимание на справедливость оценок для 11 
и /о при любом X, =  1 — s <  X.

В случае кусочно-гладкого контура L непрерывность ин­
теграла I(t) доказывается аналогично, но главное значение
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Ф(/) не является уже непрерывной функцией: угловые точки 
контура являются для нее точками разрыва первого рода. 
Это сразу видно из формулы (4.6).

Теорема 4.3 легко обобщается на случай, когда плотность 
интеграла <?(х, С) зависит от некоторого параметра С, изме­
няющегося на некотором множестве Е  или же на контуре L. 
Когда <р(т, С) удовлетворяет условию Н  по обеим перемен­
ным, главное значение интеграла типа Коши удовлетворяет 
условию Н  и по т, и по С. Доказательство можно найти в мо­
нографии Н. И. Мусхелишвили [41, с. 74—75].

3°. Отметим некоторые свойства, полезные при вычисле­
нии главных значений.

Т е о р е м а  4.4 (правило замены пути интегрирования). 
Если t =  а (С) есть гомеоморфизм контура L на контур Г, 
удовлетворяющий условию а' (С) f  Н, то

1 Г* у (т) dx _  1 I» ф (6) dl
2 та J  т — t ’ 2-r.i J  6 —С ’

L Г

П1)
( £ - С )  £  (с) 
а (6) - »  (С) '?[<*(&)]•

(4.8)

Главное значение преобразованного интеграла существует, 
так как при гельдеровой функции ср (т) плотность его ф(£) 
также удовлетворяет условию Н. Но

(,ф(6)Л - l i m Г 4Н£)4£ =  l i m  Г
J £ — С p—o .) 6-С t,, t2-*t J

Г у (Д dz
J т — f ’

L\tit2
при этом точки tx и t2 расположены на L не обязательно 
симметрично относительно точки t. Однако

1,т  П,-<1 _  ,,т  1«(С,)-«(С)| . |а(С3> — «(С)| =  ,
Л, |fa- f | 1C,-С | ‘ Iс2 — Cl

и, значит, равенство (4.8) действительно имеет место, при­
чем первый интеграл существует также в смысле главного 
значения.

Т е о р е м а  4.5 (правило интегрирования по частям). Если 
функция ср (0 непрерывно дифференцируема на гладком кон­
туре L, то для любой точки t разомкнутого контура, от­
личной от концов, справедлива формула

=  ,((,)!„  ( 4 - t) — ср (a) In (а — О ±

+  Ъгср t) dx, (4.9)
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где выбор знака зависит от выбора ветви функции In (х — t). 
В случае замкнутого контура

I* <Р И р у) — j  <р' (т) In (х — /) d~. (4.9*)
i i

При доказательстве формулы (4.9) функцию 1п(х — t) бу­
дем понимать сначала следующим образом

In (х — t) =  lim In (z — t),
z—t ±

где In (z — t) означает любую однозначную ветвь логарифми­
ческой функции в плоскости 2 с разрезом (t, b, оо), содер­
жащим дугу tb нашего разомкнутого контура L =  ab. На 
дуге tb пределы слева ln(x+ — t) и справа 1п(т~ — t) неодина­
ковы, и в зависимости от того, с какой из этих функций мы 
имеем дело, в формуле (4.9) надо брать знак плюс или ми­
нус соответственно.

Чтобы убедиться в этом, интеграл в формуле (4.9), содер­
жащий любое из взятых нами значений логарифма, представ­
ляем в виде предела

J ?' W In (т t) d~ =  lim
р-0 f ? ' (x) In (x — t) di,

что возможно, ибо он существует как обычный несобствен­
ный. В обыкновенном интеграле по L9 производим интегри­
рование по частям. Получаем

lim ( ср7 (т) In (х — t) dz =  <р (b) In (b — t) — <р (a) In (а — t) +

+  lim {ср (/,) In (/, -  t) -  ср (t2) In {tf - t ) -  j  .

Функция cp(x), как непрерывно дифференцируемая, удовлет­
воряет условию Н(  1). Поэтому предел интеграла по L9 су­
ществует и равен главному значению интеграла типа Коши. 
При вычислении предела проинтегрированных членов произ­
водим следующие элементарные преобразования:

? (*i) In (ty — t ) — <p (t2) In (tr — t) =  ? it) [In {ty — t) — In (t f  — 0] +  
+  [? (Л) — ? (0] In (tx — t) — [cp (t2) — cp (/)] In (t t  — t).

Из условия y(t)(^H(\)  и предельного соотношения lim v In v= 0
v—-0

следует, что предел каждого из двух последних слагаемых 
равен нулю. Чтобы вычислить предел разности In(tx — t ) — 
— In (t% — t) =  i [arg(/, — t) — a rg (^  — <)], будем отсчитывать
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углы с вершиной в точке t как обычно против часовой 
стрелки от положительной касательной к L в этой точке. 
Имеем

In (tx — t) — \n(t$ — t) =  ia(p)
и в пределе при р—>0 получаем +  1г.. В силу соотношения 
In (tT — t) =  In ( t t  — t) +  2ти находим

In (t { — t) — In (t~ — t) =  i[ a (p) — 2ic],
откуда в пределе при р—»0 получаем — Ы. Формула (4.9) 
доказана.

Функцию In (т — t) можно рассматривать также как пре­
дел слева или справа одной из однозначных ветвей функции 
1п(т — z) в плоскости г с разрезом (т, Ь, оо), содержащим 
дугу контура L:

In (т — t) =  Нш In (т — z).
Z—t^

В этом случае в формуле (4.9) значению In (х — t+) соответ­
ствует нижний знак, а значению In (т — t~) — верхний. Дока­
зательство остается тем же самым, только при его заверше­
нии учитываем, что в данном случае

In (tx — t*) — In (t2 — t ) =  In —— -— =  lim In —— ■ ,
t s — 1± z- t ±

где
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есть исчезающая на бесконечности однозначная в плоскости 
z  с разрезом по дуге txt2 контура L ветвь функции 
Ln [(̂ , — z)/(t2 — z)\. Поэтому при помощи рис. 3 получаем

lim In —— — =  t lim arg—— — =  
z~t+  t2 — z t2 z

=  i lim 0(z) =  i [a (p) — 2tc],
Z - t +

In — - =  i lim 0 (z) =  ia. (p)
^2 — 1~~ Z—*t

(здесь учтено, что 6(co) =  0). Значит,

lim In --------- =  +  №,
p- о  и  —

что и подтверждает указанный выбор знака в рассматривае­
мых случаях.

Если рассматривать ln(x — t) как контурное значение 
однозначной ветви In (2г — в плоскости г с разрезом (t , оо) 
не по L, а вдоль некоторой кривой, расположенной справа 
от L, или однозначной ветви In (т — z) с подобным же пра­
вым разрезом И, оо), то первому случаю в формуле (4.9) 
будет соответствовать верхний знак, второму — нижний. 
Доказательство в первом случае (в сочетании со случаем, 
когда разрез (t , оо) расположен слева от L) по изложенной 
нами схеме имеется в книге Ф. Д. Гахова [8, с. 35—37]; 
здесь 1п(^[ — t) — 1п (/2 — t) есть разность значений одной и 
той же функции In (z — t) в двух различных точках if, и t2 
контура L, равная /а(р), действительно в пределе при р—»0 
дает +  №. Во втором случае In (tx — t) — In (t2 — t) есть раз­
ность значений в одной точке t £ L  различных аналитических 
функций In (tI — z) и In (t2 — z), однозначных в плоскости г 
с различными разрезами {tu оо) и (t2, со); при вычислении этой 
разности мы записываем ее в виде In (Л — t) — In (t2 — t) =  
=  i [arg (t, — t) — arg(C — /)] =  i (a, — a2) и при вычислении 
углов a, =  arg (tx — t) и a2 =  arg(/2— t) их отсчет ведем от 
одного и того же выбранного направления — от направления 
хорды t yt2. По рис. 4 видим, что при р—>0 предел / ( а , — а2) 
равен — №.

Если при тех же двух пониманиях функции 1п(т — t) раз­
резы (t , оо) или (t, оо) проводить слева от L, то в формуле
(4.9) знаки перед №<р(0 надо поменять местами.

В случае замкнутого контура L разрезы ((, оо) или (т, оо) 
не будут иметь общих точек с L лишь в том случае, если 
они расположены справа от L. Справедливая в этом случае 
формула (4.9*) получается из соответствующих случаев фор­
мулы (4.9) при а =  Ь.
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Рис. 4.

Как указано Ю. М. Крикуновым [31], формулы (4.9) и 
(4.9*) будут иметь место и в более общем случае, когда 
у производной <?'(t) в конечном числе точек tx, , tq кон­
тура L имеются интегрируемые особенности. Доказательство 
справедливости формул для всех t ^ t k будет отличаться 
лишь тем, что перед интегрированием по частям интеграла 
от <р' (т) In (т — t) надо будет выделять не только точку t, но 
и все точки tx, ..., tq.

Т е о р е м а  4.6 (правило перестановки порядка интегри­
рования). Если. I . — гладкий контур и функция <р(т, х,) по 
обеим переменным т, т принадлежит классу Н, то 
имеет место следующая формула

Ti)^ i
— т

— {t, t) +
(т -* )  (*,-*> •

(4.10)

Доказательство проведем сначала при дополнительном 
условии ср {t, t) =  0, при котором формула (4.10) принимает 
более простой вид

9(~, Tt)dT
(" —0 (т ,-т ) •

(4.11)

Оба повторных интеграла в формуле (4.11) имеют вполне 
определенный смысл. В правой части внутренний интеграл 
в силу тождества
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1 1 1
(х— t) (х ,— х) X,-- t |_Х---  t т — т,[ (4. 12)

лишь множителем 1/(т, — t) отличается от разности двух 
интегралов

Первый из них существует в смысле главного значения, 
а второй — как обычный несобственный, так как на основа­
нии условий <р(ч, Т]) =  0 и <р(т, т1)£Я (а), 0 < а < 1, при лю­
бом X, удовлетворяющим условию 0 < Х < а < 1 ,  имеем

где функция

в силу теорем 2.3 и 2.4 удовлетворяет условию Н (а — X). 
Из теоремы 4.3* и условия <р (/, t) =  0 следует, что ш (тг, т ,)£ / /  
всюду на L, включая концы. Поэтому внешний интеграл 
в правой части равенства (4.11)

существует как несобственный. В левой части равенства
(4.11) внутренний интеграл существует как несобственный 
и определяет функцию ш(т, т) класса Н  на L, в силу чего 
внешний существует в смысле главного значения.

Покажем, что сходимость всех интегралов в равенстве
(4.11) является равномерной по отношению к положению 
параметров т, tj или 1 на I .

Возьмем несобственный интеграл

где концы малой дуги i ' x " ,  содержащей ть стремятся к ", 
любым образом. Нам надо показать, что по заданному е >  О 
можно подобрать такое о =  6(e) >  0, не зависящее от поло­
жения т, на L, что при \х' — х | <; S, | т" — х, | <  6 будет иметь 
место неравенство

L L

L

l ^ L d x  <  S.X, —X■ ГГ
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Из соотношения (4.13) в силу условия ср(г, и неравен­
ства (1.9) имеем

<р'(т, м) I ^  ^  Ак" 1
*1 — х I I X, — т|*~Х ' |о,— о|1- Х

где з и 3j суть длины дуг, соответствующие точкам т и т,. 
Полагая а' =  я1 — о', в" =  о( +  8", получим

I ?(т- Д) dt
«,+»*

<

»1 + ®*

Ak\~x С |Л |
„ ,, l°i —0СТ| —  о

= ^ - Jf Г — ^ i z r +  \  — ^1— |
' 4 (31 — °) •' (о — сг,)1 ■ Jа ,—о а,

,1-Х

ЛХ-,^ - 1{(о')Ч(5Т}.

Так как при т '—»т, и г" —>т, имеют место предельные соот­
ношения 8'—*0 и 8" —>0, то по заданному е > 0  можно подо­
брать такое о0 ( е ) > 0 ,  ч т о  при 8' <  8П и 8" <  80 последняя ве­
личина будет меньше е. Такое 80 определяется из условия 
2AX-1k t 1oo<s.

Для интеграла ш(т,, t), существующего в смысле главного 
значения

и (tj, t) =  Иш Г f  —  - dt,
p- о .) т — t

стремление к пределу происходит равномерно относительно 
обоих параметров т, и t. Действительно, если Lf есть часть 
L, лежащая вне окружности С(/, р), а /р =  t {t.2 — внутри, то

<

< j1 <? (т, ti) —
т -- t +  1<?(Х ч)| J .

dz

Условие Гельдера | «р (х, tj) — <р (/, т,) | <  А \ ч — 1|“ выполня­
ется равномерно относительно т,. Поэтому при оценке пер­
вого интеграла приходим к рассмотренному уже интегралу

1р

dz

при р—>0 стремящемуся к нулю равномерно по отношению 
к t. Из непрерывности <р(т, тх) на замкнутом множестве L 
следует ее ограниченность: |ср( ,̂ xt) | <  М, М  — постоянная.
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Значит, остается убедиться лишь в равномерной сходимости 
по t главного значения интеграла типа Коши с плотностью 
единица.

По формулам (4.6) и (4.6*) при <р (t) =  1 имеем

In U — t - i t
U - t  J

±  Ы.

При обосновании формулы (4.9) мы показали, что

lim
р - о  .

In U - t  
U — t

=  +  ы

для любой точки t гладкого контура L, отличной от концов. 
Следовательно,

lim
р̂ О

=  0

независимо от положения точки t на L.
Чтобы обосновать справедливость равенства (4.11), берем 

повторный интеграл, стоящий в левой части равенства, и как 
обычно при вычислении главного значения во внешнем ин­
теграле выбрасываем точку t вместе с дугой 1е > высеченной 
окружностью C(t, р). В полученном повторном интеграле вну­
тренний интеграл по L равномерно сходится по т, а внешний 
по Lt является обыкновенным криволинейным интегралом от 
непрерывной функции. Поэтому по теореме 3.2* здесь воз­
можна обычная перестановка порядка интегрирования

9 4. ч) d~x
‘<р (г, т,) dz

4  — 0 4 1 —т)

В полученном равенстве надо перейти к пределу при р—*0. 
Пределом левой части равенства будет первый интеграл 
в формуле (4.11). К правой части применима теорема 3.1* 
о предельном переходе под знаком интеграла, так как вну­
тренний интеграл при р—>0 стремится равномерно относи­
тельно Tj и t к пределу [ш(т,, t) — <04,, ^ / ( т ,  — /), интеграл 
от которого по L сходится равномерно по отношению к t.

Переходим к общему случаю, когда ср (/, Ь)ф 0. Теперь 
в левой части формулы (4.10) и внутренний и внешний ин­
тегралы существуют, очевидно, в смысле главного значения. 
В правой части внутренний интеграл представляет собой 
разность двух интегралов в смысле главного значения t) 
и « (tj, т,), разделенную на — t, поэтому внешний суще­
ствует как несобственный.

Чтобы доказать справедливость формулы (4.10), запишем 
тождество
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ср(т, х() =  <р(х, X,) — ср (х, х) +  «р(х, х) — <f(t, +  t),
на основании которого первый интеграл представим в виде 
суммы трех повторных интегралов

/, =  j  J  9 (Х’ Т|) rfx, =  J  J  _T.f r  *■> -  4 <T> T) rfti +

+  r _ * _ r  +
J X — t J X, — X J X — t J  zt — X
L L L L

В первых двух интегралах в правой части возможна обычная 
перестановка порядка интегрирования, ибо здесь применима 
формула (4.11). После этой операции в сумме этих интегра­
лов два слагаемых уничтожаются и после применения тожде­
ства (4.12) в итоге получается следующее соотношение 
между интегралами /, и /2, входящими в формулу (4.10):

/. =  Г л ,  г. '*-(?■ ^ :_  +
J J ■ (х — <) (X, — х)
L L

При вычислении суммы S  трех повторных интегралов 
в фигурных скобках различаем два случая.

В случае замкнутого контура L имеем 5 =  (гх:)2 — (Ы)2 + 
Н- (/ти)2 =  — хх2 и формула (4.10) доказана.

В случае разомкнутого контура L =  ab

S  ==  2 f ln— ^ + 2 « f l nJ—  ̂+  « l - f i ni ^  +  ict] =
J X — a x t |_ t — a J L t — a J

—  TZ2

и для завершения доказательства справедливости формулы
(4.10) остается вычислить интеграл в смысле главного значения

У(0 =  ( V — In —
J z — а т — t х — а
L

и показать, что он равен 2 1 [In (t+ — b) — In (t+ — a)]2. 
Рассмотрим вспомогательный интеграл
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Рис. 5.

г
по замкнутому контуру Г, изображенному на рис. 5. В бес­
конечной области D, ограниченной контуром Г, функция

однозначна, голоморфна и на бесконечности обращается 
в нуль. Так как t D, то по интегральной формуле Коши 
наш интеграл по Г равен /(оо) =  0. Разбивая путь интегри­
рования на составляющие его дуги, имеем

I -  J  +  I  +  J  +  I  +  , f  +  J  +  f  +  J  - ° -
Г

Легко показать, что при р —»0 интегралы по С (а, р) и С(Ь, р )  
стремятся к нулю. Для этого надо положить на С (а, р), на­
пример, х =  а + ре'9 и воспользоваться теоремой 3.1 о воз­
можности перехода к пределу под знаком интеграла.

Через ах и Ьх у нас обозначены, соответственно, точки 
пересечения окружностей С (а, р) и С(Ь, р) с контуром L, 
а через и t2 точки пересечения L с C(t, р). Так как L 
в данном случае является двубережным разрезом между точ­
ками ветвления подынтегральной функции и при переходе 
с я —“-берега на „ + “-берег приходится совершать полный 
оборот вокруг точки b против часовой стрелки, то

(4.14)
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1  + 1
al al

4т:2 In -—  ----4T.i Г ]n d-a( — t J x — a •z — t

el 'l 'Г ai+ al

U—t ■ 4 тс/

<■7 *1+/?
Отсюда при p—>0 получаем

1 I
t) ь.

In x — b rfx 
' x — ax — t '

J_+ I +J  + ,f - ^ [ \ n ĥ -  + rd^~ArdJ(t).
a\ ai+ 7 *ib/+n 1 ‘1 “1 1 "1 2

Здесь lim [In — 0 — In (t2 — /)] =  Ы, так как эта разность
р - °

логарифмов появилась при интегрировании по левому берегу.
Интегралы по половинкам окружности C(t, р) также объе­

диняем и в пределе при р—>0 получаем
2х +  0о

I + I “ I (
С _  (t , р) С , (Л р) fl0 +  a (р)

In t — b + ре'
t — а +  ре'

- Л  I  /0) idQ ■

0»+* (р)

+  f (in —  + pg/° +  2« V  idO -> № (in *Y +  
„■ \  t — а +  ре'9 /  V t — а /

2

idb —> Ы 

t+ — б\2, • л  t + ~  ь , 0 л 2 п . /  *+ —
+  w ( ln<T ^  +  2w)  = 2^ ( ln— J — 4-2 In ------ - — 4хг3г.

f+ — a

Если теперь перейти к пределу при р—>0 в равенстве
(4.14), то оно примет такой вид

4 ' Ч 1 л Т ^  +  " ) - 4 * ' - / ( ' )  +  2 " ( ' " 7 r E i ) ’ -

-  4т:3; - 4 т :2 In ^  =  0.
t+ — а

Отсюда находим
2y W = ( ,„ J i 5 ± .)7

Доказательство формулы (4.10) завершено.
Формулу (4.10) называют обычно формулой перестановка 

Пуанкаре — Бертрана по имени впервые доказавших ее ав­
торов, правда при более жестких ограничениях: аналитич­
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ности функции ср(х, Tj) и кривой L. В условиях нашей тео­
ремы в случае <р(/, t) ф  0 мы привели доказательство, изло­
женное в монографии В. Д. Купрадзе [34, с. 220—223].

В случае кусочно-гладкой линии L, на которой ср (х, xt) 
принадлежит классу Н0 по обеим переменным, формула (4.10) 
имеет место для всех точек t£ L ,  отличных от узлов. Это 
легко вытекает из справедливости этой формулы для глад­
кого контура и теоремы 3.2. Иное доказательство формулы 
в этом случае, опирающееся на граничные свойства интегра­
лов типа Коши, имеется в книге Ф. Д. Гахова [8, с. 65—71]. 
Этим же путем Н. И. Мусхелишвили [41, с. 122—129] полу­
чил эту формулу в более общем случае, когда на кусочно­
гладкой линии L функция <р(т, х,) по обеим переменным при­
надлежит классу Н* и имеет вид

П

ср(т, т,) =  9 ^ (т , T i ) f l  ‘ * 1 ^ — с*| l' \
ft=i

где <р*(х, х,) есть функция класса Н 0, а неотрицательные 
постоянные ak, $k подчинены условию «* +  ?*< 1.

Заметим, что при любом обобщении условий, достаточ­
ных для справедливости формулы (4.10), приходится предва­
рительно доказывать справедливость формулы перестановки 
вида (4.11), когда лишь один из интегралов рассматривается 
в смысле главного значения. Подобные обобщения можно 
найти в работах Б. В. Хведелидзе [69], С. Г. Михлина [40],
Э. Г. Гордадзе [20], А. Д. Алексеева [1], W. Zakowski [101].

Т е о р е м а  4.7 (правило дифференцирования по пара­
метру). Если. L =  ab есть гладкий разомкнутый контур и 
заданная на нем функция <? (t) имеет производную, принад­
лежащую классу Н, то во всех точках t, отличных от 
концевых, справедливы формулы

—  Г ср (х ) In  (х  —  t)dz— +  гтсср ( / )  —  Г — - - - - fifx,
dt ,1 J г — t

L L

А . Г ?(") fa =  9 W _  9 (a) _j_ Г 4>' N  fa 
dt . l x  — t t — b t — a J  т — t

L L

(4.15)

(4.16)

В первой из формул соответствие между знаками перед 
первым слагаемым в правой части и выбором ветвей функ­
ции 1п(х —/) точно такое же, как в теореме 4.5.

Докажем сначала формулу (4.15) в предположении, что
In (х — t) =  lim In (z — t),

где In (г — t) однозначна в плоскости г с разрезом (t, b, оо)г 
tb c .L .  На основании известных нам равенств
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In (4.17)t —x± _  Г + I Ы, t f a t ,
a — x± J Ti — t -  10, i f  at,

at

несобственный интеграл с логарифмическим ядром записы­
ваем следующим образом

J  <р (х) In (х* — t) dx = j <р (х) In (х* — a) di +
L

+  j*? ( ')  +  J ? (:) *  ( г ^ г т -
at a t tb at

В повторных интегралах возможна обычная перестановка 
порядка интегрирования. После этой операции мы эти ин­
тегралы опять объединяем и получаем для нашего интеграла 
представление

j  <р (х )  I n  ( х *  —  t) dx =  J  ср (х )  In  ( х *  —  a) dx ±
L L

t t

±  Ы j  tp (х )  dx +  j  flfx , j*  ■ —  dx,
a a L

удобное для дифференцирования.
Чтобы получить формулу (4.16), надо продифференциро­

вать обе части равенства (4.9) и учесть при этом, что по, 
формуле (4.15)

—  I <р' (х )  In (х — t )dx =  A: irccp' (х )  —  1 V-AA. 
dt J J i  — tL L

Когда мы считаем, что
In (х — t) =  lim In (x — z),+

z-* t~"

где ln(x — z) однозначна в плоскости z  с разрезом (х, b, оо) 
xbczL, формулу (4.15) можно получить при помощи формул
(4.9) и (4.15). Для этого интеграл, содержащий ln(x — t), за­
писываем на основании формулы (4.9) следующим образом

j* tp (х) In (х — t ±) dx =  ф (b) In (b — А )  +  (/) — J dx,
L  ̂ L

Ф ( 0 =  f
а

Но в таком виде правую часть можно дифференцировать 
по t:
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T , j  9 M  in (, -  С )  A  =  »  +  ;„f  (0  _  ± -  |  * .

Учитывая, что <]>' (t) =  y(t) и на основании формулы (4.16)
Л f Ф(т) 
dt

j ‘ Ф (~) ФО)
f — b + I t 00 dz.

получаем формулу 4.15 в этом случае

—  Г <р (т )  In  (т  - -  / * )  dz =  +  JTCCp (^ )  - -  Г  J f l l L  di.dt .) J -и — i
i  L

(4.15*)

При доказательстве формулы (4.15*) на основании пред­
ставления вида (4.17) надо было бы предварительно обосно­
вать формулу перестановки порядка интегрирования, когда 
один интеграл обычный, а второй в смысле главного значе­
ния и с переменным пределом интегрирования.

Формулы (4.9) и (4.16) могут быть использованы при до­
казательстве формулы (4.15) и при других способах фиксиро­
вания функции In (т — t), когда разрез (,t, со) или (т, оо) не 
имеет общих точек с контуром L.

Аналогичным путем могут быть получены формулы

— 1 ср (t, т) In (т — t)dz =  ±  глср dt J
L

9't (t, i)dz

d_ Г у (t, т) ^  =  у (U b) __ y (6 a)
dt J т — t t — b t — a

L

+  j' Ц -  'I  d - +  C
L L

C ^ ^ d z ,
1 T * (4.18)

(4.19)

В формуле (4.18), очевидно, от непрерывной по Гельдеру 
функции ср(̂ , z) достаточно потребовать, чтобы ее производ­
ная ср) (7, т) была интегрируемой по т. В формуле (4.19) обе 
производные ср' (t, т) и <р' (/, т) должны быть функциями 
класса Н.

Формулы (4.16) — (4.19) другими методами, но при более 
жестких ограничениях на контур, были получены Ю. М. Кри­
куновым [31, 32] и Р. С. Исахановым [25; 6, с. 333—336]. 
Первый рассматривал1 контуры с непрерывной кривизной, 
второй — контуры Ляпунова (у таких контуров угол наклона 
касательной к оси ОХ  удовлетворяет условию И). Однако 
в работах Ю. М. Крикунова рассматривались более широкие 
классы функций ср, чем указанные нами. Так при получении 
формулы (4.19) он предполагал, что ср (̂ , т) принадлежит
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классу Н  по обеим переменным, но у производных <р' (,t, -с) 
и сp'z(t, т) допускал конечное число интегрируемых особен­
ностей. Нетрудно убедиться, что изложенный нами метод 
остается справедливым и в этом более общем случае. Отли­
чие в доказательстве будет состоять лишь в том, что перед 
интегрированием по частям точки, где допускаются особен­
ности, надо выделить малыми дужками, а после операции 
дифференцирования перейти к пределу, стягивая эти дужки 
в точки. Именно таким путем формулы (4.16) и (4.17) полу­
чены А. В. Мерлиным на замкнутой римановой поверхности, 
где роль логарифмического ядра играет элементарный абелев 
интеграл третьего рода, а роль ядра Коши — абелев интеграл 
второго рода [39, с. 25—27].

В случае замкнутого контура L формулы дифференциро­
вания получаются таким же способом, при этом вид формул
(4.15) и (4.18) тот же, только перед первым слагаемым в пра­
вой части стоит один знак плюс, а в правых частях формул
(4.16) и (4.19) отсутствуют первые два слагаемых.

5°. Изложенные свойства главных значений интегралов 
типа Коши позволяют получить ряд интересных для дальней­
шего результатов.

1) Рассмотрим интегральное уравнение

—  Г  (h =  c (0 (4.20)
та .1 т — t

L
на гладком замкнутом контуре L, где заданная функция с (t) 
и неизвестная функция tp(t) принадлежат классу//. Полагая 
в уравнении (4.20) t ■■ - ^  (-L, поделим обе его части на 
iiz(xl — t) и проинтегрируем по т, вдоль L. Применяя формулу 
перестановки Пуанкаре — Бертрана, получим

Так как внутренний интеграл равен нулю

Эту формулу называют формулой обращения интеграла 
типа Коши.
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В случае разомкнутого контура решение уравнения (4.20 
отыскивается другим методом, с которым мы познакомимся 
во II главе.

2) Очень часто приходится иметь дело с вещественным 
интегралом

2ти
F (s) =  J  ? (3) ctg da, (4.22)

о
который при существует в смысле главного значе­
ния, что сразу видно, если его ядро представить в виде

ctgV =^-s[(”- s)c,gV ]
и учесть, что функция (о — s)ctg(a — s)/2 в промежутке [0, 2т:] 
непрерывна и дифференцируема.

Если этот интеграл записать следующим образом

da

и произвести замену переменных, положив t  =  eh , то отре­
зок [0, 2я] перейдет при этом в единичную окружность 
С: | т |  =  1 и преобразованный интеграл

2л J т — t г 1C/ J т — t 2л J Z

лишь постоянным слагаемым

с о
будет отличаться от удвоенного главного значения интеграла 
типа Коши с плотностью i<f('с). Это позволяет все известные 
нам свойства главных значений интеграла типа Коши пере­
нести на интегралы (4.22). В частности, при ^ (o) e s 1 получим

— •т.1---- -*2 izi =  0,
те 2гс

так что

|  Ctg а- ^ -  da =  0.
о

(4.23)

Если равенство (4.22) рассматривать как интегральное 
уравнение с неизвестной функцией <р(а)£//, то из соотноше­
ния (4.23) следует, что оно разрешимо лишь при выполнении 
условия
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(4.24)
2гс

j> (s )d s  =  0. 
о

Считая это условие выполненным, прибавим к обеим частям 
уравнения (4.22) постоянную ia. Тогда это уравнение при­
мет вид

1 Г М е1 л ~ / ч / ) + w,
та J х — t 

С

и по формуле обращения (4.21) с учетом условия (4.24) полу­
чим

та J т — t та J х — t 2ni .1 t

т +  t dx 
X --  t X

+  ia.

Значит, уравнение (4.22) имеет целое однопараметрическое 
семейство решений

? (s) =  -  1  >  (a) ctg ^  da +  а. (4.25)
2тс J 2о

Решение, удовлетворяющее дополнительному ограничению
2п
j  ср (a) d~ =  0, (4.26)
О

единственное

<p(s ) = - ^ j > (a)ctg ^ ^ .  (4.27)
о

Формулы (4.22) и (4.27), имеющие место при выполнении 
условий (4.24) и (4.26), называются формулами обращения 
Гильберта.

§ 5. ГРАНИЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ

1°. Мы уже знаем, что интеграл типа Коши вне линии 
интегрирования L представляет собой аналитическую функ­
цию Ф(г). На линии L, если понимать его в смысле главного 
значения, он представляет непрерывную по Гельдеру функ­
цию Ф(^) в каждой точке, в окрестности которой его плот­
ность ср(т) удовлетворяет условию Н. Теперь мы займемся 
изучением поведения интеграла типа Коши вблизи линии 
интегрирования, предполагая эту линию кусочно-гладкой.
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Из свойств кусочно-гладкой линии L следует, что для 
любой точки t ^ L ,  отличной от узлов, существует некоторая, 
например, стандартная окрестность Д, разбивающаяся линией 
L на две части: левую полуокрестность Д+ (по отношению 
к положительному направлению на L) и правую А- . Пределы 
функции Ф(г), аналитической в окрестности линии L, при 
z —*t по любому пути, лежащему целиком в Д+ или в Д“ , 
называются граничными или предельными значениями Ф(,г), 
соответственно, слева и справа и обозначаются через Ф+ (t) 
и Ф_ (0 -

Если для некоторой функции Ф(г) граничные значения 
Ф+ (̂ ) или Ф” (Л существуют в каждой точке некоторой дуги 
L;,.czL, то они непрерывны на L:,:. В самом деле, из опреде­
ления граничного значения Ф+ (/) следует, что для каждого 
сколь угодно малого е > 0 можно подобрать такое 8 >  О, 
зависящее при фиксированном t только от е, что при всяком 
г £ Д + и удовлетворяющем условию |£ — / | < 3  будем иметь

| Ф ( г ) - Ф + ( / ) | <е .

Заставим г, не выходя из 8-окрестности точки /, стремиться 
к другой точке t x(-L*, для которой |/j — / | < 8. Так как при 
этом Ф(г) будет стремиться к Ф+ (/,), то предельный переход 
в неравенстве дает | Фч (tx) — Ф+ (/) | <  е. Непрерывность Ф_ (t) 
доказывается аналогично.

На основании этого свойства любую аналитическую 
в окрестности линии L функцию Ф(z), для которой Ф+ П) и 
Ф~(Н существуют, называют непрерывно продолжимой на 
линию L.

При изучении граничных свойств интеграла типа Коши 
представим его в таком виде

Ф(г) =  J - f  +  (5-1)
2т .) т —  z  2т т —  z

L L

Т е о р е м а  5.1. Если плотность ср(t) удовлетворяет 
условию И ( к)  на кусочно-гладком контуре L =  ab, то 
функция

И г,  =  d-z (5.2)
L

при переходе через L в точке t ведет себя как непрерывная 
функция: при z —► t по любому пути из Д+ или  Д_ она 
имеет один и тот же предел

W ,  =
L
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Для доказательства возьмем произвольную точку z  из Д+ 
или А- , обозначим через t0 ближайшую к точке г точку кон­
тура L (если их несколько, то любую из них) и оценим раз­
ность | i|>(z, t0) — ty(t0, /0)| при достаточно малых |г  —/0|. 
С этой целью обозначим как обычно через Z.P ту часть кон­
тура L, которая лежит вне окружности C(t0, р), а через /р — 
часть, лежащую внутри окружности. При любом р

ф(г, /0) — 0̂) =  Л + /2,
/ , =  Г  ° Н ) - т . ( <о) dz_  C iS z k z lM d x ,

J t  — Z ,) t — f„
1 lp

Если же взять достаточно малое p =  |z  — /0|, не превосхо­
дящее, например, стандартный радиус, и учесть, что для 
всех t f l 9 имеет место неравенство |т — 0̂| <  2 |т — z\, то 
будем иметь

|х — fpl \dz\  | ^  Г \di \

у Iх —<о|Ь
\ / г \< А  f

| z - t 0 |1-X
<

< З Л Г -------- ^ 1 ------<  ЗЛХ~х2 I -X  k Y x (s2 -  s , )X <
J \-Z-to I1""

<  ЗЛХ-х21_х k^x1 t2 - t x Iх,
где и t2— концы дуги /р . Так как |/2 — / , | <2р ,  то, пола­
гая Л, =  6Лл_1£(7\ получаем

| / , 1 < Л 1РЧ  (5.3)
Аналогично оцениваем

| /21 <  Л | г — /0| f j '— ^ I dr |
I х~  *0,2-Х

В дальнейшем, как и при доказательстве теоремы 4.3, разли­
чаем два случая.

При X <  1, учитывая, что Iх I >  k01 а — s0 | при всех с 
из промежутков sn < a < s 1, s2 <  о <  sb, получаем

| /о К  2Л р& о_ “ | Г ------- — Г  +  f --------- d-^— r }  <
U (Su-a)—Х •' (j-So)-_X >

1<
2ЛРА(Г2

1 — Х ' (s0 — s,)1-Х +

Н — «о)' 

1
(«2 — «о)1-Х
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Но при всех
Р <  Ь  —  М  <  13 —  *о |. (5.4)

в том числе и для точек t { и t2. Поэтому

| /21 <  Л2рх , А., =  4Ako~2( l  -  X)-1. (5.5)
В случае X == 1 применение неравенства (5.4) при а =  slf s2r 

sa, sb приводит к такому результату

Из оценок (5.3), (5.5) и (5.6) следует, что для всех z, ле­
жащих достаточно близко к контуру L , имеют место нера­
венства

если ^  — ближайшая к г точка контура L.
Пусть теперь точка г стремится к точке t ^L ,  отличной 

от концов. Тогда, очевидно, и и из непрерывности
ф(/0, t0) на L (теорема 4.3) следует, что при этом ф(/0, /„)—* 
—»ф(/, t). Поэтому из неравенств (5.7) следует, что при стрем­
лении Z к t по любому пути

Теорема доказана.
Следует отметить, что все полученные при доказатель­

стве теоремы оценки остаются справедливыми и в том слу­
чае, когда tQ есть концевая точка L, а вычисления при их 
получении в этом случае даже несколько упрощаются из-за 
наличия одной точки пересечения контура L с окружностью 
C(t0, р). Значит, при стремлении z  по любому пути к конце­
вой точке t0 функция ф(г, t0) имеет предел ф(/0, tQ).

Т е о р е м а  5.2. Если плотность <p{t) на замкнутом, или 
разомкнутом кусочно-гладком контуре L удовлетворяет 
условию Н, то интеграл типа Коши имеет граничные зна­
чения Ф+ (t) и Ф_ (t) во всех точках контура, исключая, 
быть может, концы, и эти граничные значения выража­
ются через плотность <р(/) и главное значение интеграла 
Ф (t) по формулам Сохоцкого

| / 2|<  Aapllnpl, А-2 =  4 Ako1. (5.6)

1ф(А о̂) — Ф(*о> i'o) I -С (v41 + Л 2)|г — /0|х , Х <  1,

I Ф(г, д-ф(^о. g K I z - Z o K A . - f  Л(|1п|г-/П||}, * =1 ,  (5.7)

lim ф (z, 0 =  ф (t, t).

(5.8)L

L
Для доказательства обратимся к равенству (5#1).
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Возьмем сначала замкнутый контур L. В этом случае на 
основании интегральной формулы Коши

I:
dz = f 2iu, z ( ;D +,

1 0 , ■£ D~ (5.9>

где через D + обозначена внутренность контура L, а через 
D~ — внешность. Значит, интеграл типа Коши определяет 
две различные аналитические функции

Ф У (т) — У (О dz +  ср (t), z £ D +,

Ф(г) =
2w

У (х) ■ t/т, z f D  ,

каждая из которых на основании теоремы 5.1 продолжима 
на контур L из соответствующей области. Переходом к пре­
делу при z —*t из D + и D~, соответственно, получаем

ф+(0 =  ф(*, 0/2**+ ?(/), Ф" (0  =  Ф(Л 0/2
Разбивая интеграл <]»(/, /) на два и принимая во внимание* 
что

л
получаем формулы (5.8).

Вычитая и складывая почленно равенства (5.8), получим 
пару равносильных им равенств

Ф + (* )-ф -( /)  =  ср(г),

Ф+ (t) +  Ф- (<) =  ( l  -  - )  <р (/) +  —  Г dz, (5-10> 
\  л J я/ J т — £

L
также носящих название формул Сохоцкого.

Когда контур Z. разомкнут, равенство (5.1) дает нам одну 
аналитическую функцию в плоскости с разрезом вдоль L

Ф (2) =  —  Г l i l h z l W  dz +  !<*> in _ (5.11),
2 w  ,) T —  z '2~i 2 —  a

L

Входящая во второе слагаемое логарифмическая функция на 
берегах разреза, соединяющего точки ветвления а и Ь, при­
нимает различные значения

Поэтому при переходе к пределу в (5.11) при z —*t+ и z —*t 
получим соответственно
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(5.12)L

?(т) — у (0 ^  ? J0
т — f 2 тс/

у(т) — 9 ( 0  ^  +  ф_(
т—• f 2я

Л
Почленное вычитание этих двух равенств сразу приводит 

к первой из формул (5.10). Если же принять во внимание 
равенства (4.6) и (4.6*), определяющие главное значение 
интеграла типа Коши, формулам (5.12) можно придать форму 
(5.8) и почленным сложением получится вторая формула
(5.10).

Формулы (5.12) были получены впервые Ю. В. Сохоцким 
[62] в 1873 году для прямолинейного отрезка L , когда стрем­
ление z к t происходит по нормали к нему. При указанных 
нами в теореме 5.2 предположениях они были получены 
Племелем [97], а при более общих предположениях относи­
тельно L и tp(^)— И. И. Приваловым [47—49].

Формулы Сохоцкого говорят о том, что линия интегри­
рования для интеграла типа Коши является особой линией, 
а именно, линией разрывов первого рода, ибо при переходе 
через нее в любой точке, где плотность удовлетворяет усло­
вию Н , интеграл претерпевает скачок, равный значению 
плотности в этой точке: Ф+ (t) — Ф~ (t) =  ср (t).

2°. Мы уже отмечали, что из существования граничных 
значений Ф+ (̂ ) и Ф_ (̂ ) тотчас следует их непрерывность 
в обыкновенных точках контура L. О характере непрерыв­
ности граничных значений интеграла типа Коши мы можем 
сформулировать более точное предложение.

Т е о р е м а  5.3. Если L — гладкий контур и <? (t) удов­
летворяет на L условию Н (X), то граничные значения ин­
теграла типа Коши Ф+ (/) и Ф“ (/) удовлетворяют на L 
всюду, кроме, может быть, сколь угодно малых окрест­
ностей концов, условию Н (X) при X <  1 и условию Н{ 1 — е) 
при X =  где е — сколь угодно малое положительное число.

Справедливость теоремы сразу вытекает из формул Со­
хоцкого (5.8) и (5.14) и теоремы 4.3.

Угловые точки являются для Ф+(/) и Ф~(7), очевидно, 
точками разрыва первого рода.

3°. Поставим теперь вопрос, обратный утверждению тео­
ремы 5.3: всякая ли функция ср(/) точек заданного гладкого 
контура L, удовлетворяющая условию Н, является гранич­
ным значением аналитической функции?

В случае замкнутого гладкого контура отрицательный 
ответ можно получить при помощи совершенно элементар­
ных рассуждений. У заданной функции <р \t (s)] =  <р (s) выде­
ляем вещественную и мнимую части <р (s) =  <pt (s) +  /<р2 (s) и,
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решая задачу Дирихле для области D + с граничным усло­
вием и =  <р, (s) на L, получаем вполне определенную в D + 
гармоническую функцию и(х, у). При помощи условий Ко­
ши — Римана по и(х, у) строим с точностью до произволь­
ного постоянного слагаемого Л гармонически сопряженную 
с ней функцию v  (х, у) +  к и в области D + получаем целое 
однопараметрическое семейство аналитических функций F(z)=  
=  и ( х , у) +  iv(x,  у) +  Hi, у которых Re F+ (t) =  <р, (s), что же 
касается Im/7̂ / ) ,  то в общем случае она, конечно, не сов­
падает с ф2(s) и, следовательно, <?(s) не есть граничное зна­
чение аналитической в D + функции. Аналогичное рассужде­
ние справедливо и для внешней области D~.

Можно, однако, легко указать дополнительное условие, 
которому должна удовлетворять функция <р (t)^Ff, являю­
щаяся граничным значением аналитической функции.

Пусть <р(У) есть граничное значение функции <p(z), анали­
тической в D v или D~. Тогда по формуле Коши имеем

—  Г -^-< /т =
2л/ . I t -— z 

L
или

2л/ J t — 2
L

Из этих формул на основании формул Сохоцкого (5.8) полу­
чим в первом случае

— д  ? (О +  -7— Г- ^ 7  di =  0, (5.15)2 2я; J t — t
L

а во втором
д  ?W  +  ^ - j - 7 3 y ^  =  'p(°°)- (5.16)

L

Условия (5.15) и (5.16) являются не только необходимыми,, 
но и достаточными. В самом деле, если для y(t)(^H  выпол­
нено, например, условие (5.15), то для интеграла типа Коши

Ф (z) =  —  Г dz
2л/ J х — 2 

L
имеем Ф (t) =  0. Но тогда <? (t) =  Ф + (t) — Ф~ (t) =  Ф+ (t) есть 
граничное значение функции, аналитической в D +.

Таким образом, нами доказана
Т е о р е м а  5.4. Условие (5.15) или  (5.16) является необ­

ходимым и достаточным для того, чтобы заданная на 
гладком замкнутом контуре L функция y(t), удовлетво­
ряющая условию Н, была граничным значением функции, 
аналитической в области D + или D~ соответственно.

' <Р (со) — <Р (Z), 2 !
.Ф(ОО), Z !

'D -,
D+.

/<р(2), z (  D +, 
I 0 , z f D ~ ,
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Впервые условия (5.15) и (5.16) при указанных здесь усло­
виях были получены Племелем [97], а позднее при более 
общих условиях— В. В. Голубевым [18] и И. И. Привало­
вым [48], [49].

Теорема 5.4 без изменений остается справедливой и в 
более общем случае, когда область D + многосвязна и огра­
ничена конечным числом гладких замкнутых контуров, один 
из которых охватывает все остальные.

Формулы (5.15) и (5.16) удобно использовать при вычисле­
нии главных значений интеграла типа Коши, когда плотность 
его является граничным значением аналитической функции. 
При любой для этой цели удобна вторая из формул
(5.10).

4°. Рассмотренные нами свойства интеграла типа Коши 
Ф (z) достаточно полно характеризуют его поведение во всех 
точках комплексной плоскости, за исключением концевых 
в случае разомкнутого контура. Покажем, что поведение 
Ф(д) в концевых точках (с-точках) зависит от свойств плот­
ности <p(t) в этих точках.

Будем считать как и раньше, что <p(t) на L =  ab принад­
лежит классу Н. Значит, на концах ср (̂ ) имеет вполне опре­
деленные конечные значения <р(с).

Допустим сначала, что <р(с) =  0. В этом случае, полагая 
в равенстве (5.11) t =  c и применяя теорему 5.1, сразу полу­
чаем

Нт2тмФ (z) =  lim ф (z, с) =  ф(с, с).

Таким образом, если в концевой точке ср(с) =  0, то интеграл 
Ф(г) при г —l-с имеет вполне определенный конечный предел.

Концевая точка, в которой <р(с)=^0, является для Ф(г) 
логарифмической особой точкой. В этом легко убедиться 
при помощи того же представления (5.11). Положив в нем 
t =  а, в окрестности с =  а получим

Ф (г) =  -  In (z ■ 
2т ■ а) +  Фа (г), (5.17)

фа (г) =  ^  In (z -  Ь) +  - V  ф (z, а),
2т 2т

(5.18)

-и аналогично для окрестности с — Ь

Ф (z) =  In (z — b) +  Ф* (z),
2т

ФД 2) =  -  ^  In (z -  а) +  -2-гИг, Ь).
2т 2т

.'Здесь ф (z, с) имеет вид (5.2), а под In (z — а) и In (z — b) 

.понимаются вполне определенные фиксированные ветви
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в плоскости с разрезами (ab, с») и (b, оо) соответственно,, 
разность между которыми в плоскости с разрезом по L 
представляет однозначную, исчезающую на бесконечности 
ветвь логарифмической функции Ln \{z — b)/(z — а)\. При этих 
условиях функции Фa(z) и Фb{z) имеют вполне определенные 
пределы при стремлении z к а или b по любым путям, рас­
положенным в плоскости с разрезом (ab, оо) или (b, оо) 
соответственно.

Вместо локальных формул (5.17) и (5.18), описывающих 
поведение Ф(?) в окрестностях концов, можно дать удобное 
представление интеграла Ф(г) через интеграл типа Коши 
с гельдеровой плотностью

'(*) =  ? (0 — ? (а)
9 (/>) —у (а)

b — а
и (а) =  0, «>(&) =  О,

(t — a), (5.19)

выделив логарифмические особенности на обеих концах од­
новременно. Для этого запишем Ф(г) в таком виде

2т J т — г 2тЛ .1
dz <е(Ь) — У (а)

Ъ — а 2яг J т — г

Оба последних интеграла легко вычисляются
Г dz

J 1 — г
In г — Ь

Гг • dz =  b — а +  (z — a) In :
z —а

и мы получим окончательно
1 Г *>(*) 

2ni J z — z
ф(г) 2 щ z — а +

+ у (Q — у (а) 
2та (Ь — а)

b — а +  (z — a) In

Вместо этого представления, справедливого 
z £ L ,  вблизи L удобно пользоваться формулой

Ф (г) =  — 1п (г — а) +  In (г
2гсг 2iti

(5.20) 

при любом

А)+  2 (г), (5.21)

где функция

2 *+2та .1 t — z

+ [Ь — а +  (z — b) In (z — b) — (г — a) In (г — а)] (5-22)
2та (6 — а)
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£ точках а и b принимает вполне определенные конечные 
значения 2 (a) и 2 (6).

Формула (5.21) является, очевидно, аналогом формул (5.17) 
и (5.18). Это одно из представлений непрерывной вне L 
функции Ф(г) через функции, каждая из которых при пере­
ходе через бесконечный разрез (6, оо) претерпевает разрыв 
первого рода. Ясно, что при этом величина скачка каждого 
слагаемого лишь знаком отличается от общего скачка всех 
остальных.

Формулы, определяющие поведение Ф(г), когда плотность 
«р (t) в концевых точках имеет особенности некоторых типов, 
будут получены в следующем параграфе.

5°. Если L есть гладкая или кусочно-гладкая простая 
линия, состоящая из нескольких разомкнутых контуров 

Lm, то интеграл типа Коши
т

Ф (Z) =  —  Г dz =  y  —  Г dx (5.23)
2та J т — г . J  '2~i J т — г 

/. *=1 Lu
в плоскости с разрезом по L по-прежнему определяет одну 
аналитическую функцию, для которой каждая точка t линии 
L, отличная от концевой, является точкой разрыва первого 
рода с величиной скачка, равной Ф+ (t) — Ф~(^) =  <pft(0, t ^ L k. 
Это сразу следует из представления (5.23); при переходе 
через точку t f -L k скачкообразно меняется лишь одно сла­
гаемое, представляющее из себя интеграл типа Коши с плот­
ностью <р/;(7) по контуру Lk\ сумма остальных слагаемых на 
Lk есть аналитическая функция.

Если же простая кусочно-гладкая линия L состоит из т 
замкнутых контуров, то комплексная плоскость разобьется 
ими на т +  1 связных областей Dk и в каждой из них ин­
теграл Ф (г) будет определять свою аналитическую функцию 
Fk(z). Значения этих функций выражаются через значения 
интегралов типа Коши по каждому контуру Lk. На рнс. 6
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три контура L x, Z.2, L3 разбили плоскость на четыре области 
D u Dt, D3 и D4. Е сли через Ф* (г) и Ф* (г) выразить значе­
ния интеграла типа Коши по Lk(k =  1, 2, 3) внутри и вне Lk 
соответственно, то будем иметь

Fx (г) =  Ф,+ (z) +  Ф2+ (г) +  Ф3-  (г),
Fo (z) =  ФГ (г) +  Ф2+ (г) +  ФГ (z),
F3 (z) =  ФГ (z) +  ФГ (z) +  Ф3+ (z),
F4(z) =  ФГ (г) +  Ф7 (Z) +  ФГ (Z).

На общем участке границы двух соседних областей предель­
ные значения этих функций связаны формулами Сохоцкого
(5.10) , в частности, F t (t) — FT (t) =  Ф* (t) — ФГ (t) =  <p, (t), 
F t  (,t) -  FT (t) =  ФГ (0 -  ФГ (t) =  ?2 (0, F t  (t) -  FT (.t) =  Ф3+( 0 -
— Ф3 (/) =  cp3 (t).

Единое интегральное представление функций Fk(z) ука­
зывает на возможность рассматривать их совокупность как 
единую кусочно-аналитическую или, что все равно, кусоч­
но-голоморфную функцию

Ф (z) =  Fk(z), z  £ Dk, 6 =  1, 2 ,..., т +  1, (5.24)
для которой каждая точка t линии L есть точка разрыва 
первого рода, в которой Ф+ (t) — Ф~ (t) =  9 (t). Справедлива 
при этом и вторая формула Сохоцкого (5.10). Линию L на­
зывают линией скачков кусочно-голоморфной функции (5.24).

Введенная терминология удобна тем, что она распростра­
няется и на интегралы типа Коши по простым разомкнутым 
линиям, ибо рассеченная по ней плоскость представляет 
одну область, один кусок, и формулы Сохоцкого (5.8) и
(5.10) , полученные нами для одного контура, сохраняют свою 
форму и для любой простой кусочно-гладкой линии L.

6°. Любая кусочно-гладкая линия L, состоящая как из 
замкнутых, так и разомкнутых пересекающихся контуров, 
также разобьет плоскость на несколько связных областей Dk, 
в каждой из которых значением интеграла (5.23) будет соот­
ветствующая аналитическая функция Fk(z). Значит и в этом 
случае интеграл типа Коши Ф(;г) представляет из себя ку­
сочно-голоморфную функцию вида (5.24) с линией скачков L, 
в каждой обыкновенной точке t которой величина скачка 
у Ф (z) равна значению плотности <р (t).

Поведение Ф(.г) в узлах может быть различным в зависи­
мости от характера узла. Если узел с является одним из 
концов линии L, где <р(с)=^0, то он будет для Ф(г) логариф­
мической особой точкой и поведение Ф(г) в его окрестности 
будет определяться формулой вида (5.17) или (5.18). Когда 
в с соединены концы нескольких контуров Lk, логарифмиче­
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ские особенности в с у интегралов Фk(z) по этим Lk объеди­
нятся и для интеграла (5.23) в окрестности с получится 
такое представление

Ф W - J J T  ^  Ш (z -  с) + Фс (z).

Здесь знак минус берется в том случае, когда с =  ak, знак 
плюс — когда с =  Ьк] функция Фс(г) при z —*c по любому 
пути имеет конечный предел.

Когда узел с есть точка пересечения нескольких контуров 
Lk, окрестность с этими контурами разбивается на несколько 
секторов Д. (рис. 7) и, следуя Д. А. Квеселава [30], мы бу­
дем говорить лишь о предельных значениях Ф(г) по путям, 
расположенным в определенном секторе, понимая это пре­
дельное значение как сумму граничных значений всех ин­
тегралов ФДг), входящих в сумму (5.23). Этот подсчет осу­

ществляется просто. Обра­
тимся к рис. 7. Через точку с 
здесь проходит два контура 
Lx и Z.2, при этом для Lx 
точка с является угловой 
с углом aj к, для Z,2 — обык­
новенной, так что а2 =  тс. 
Рассматривая интеграл (5.23), 
видим, что только у Ф, (г) и 
Ф8 (z) в точке с будет точка 
разрыва, сумма Ф* (z) всех 
остальных интегралов Ф3 (z),... 
..., Ф(Н(z) является аналити­
ческой функцией в точке с. 
Записав для удобства интег­
рал 5.23 в виде

Ф (z) =  Ф, (г) +  Ф2 (г) +  Ф* (г),
легко находим

lim Ф {z) =  ФГ (с) +  ФГ (с) +  Ф* (г),
г-с. г£ Д,

Нш Ф (z) =  Ф1+ (с) + ФГ (с) +  Ф* (с),
z-+c, Д2

и т. д. Величины Фг (с) и ФГ (с) вычисляются здесь по фор­
мулам (5.8). Эти пределы в общем случае между собой не­
одинаковы и, следовательно, интеграл (5.23) в окрестности с 
ограничен, но определенного значения в точке с не имеет.

§ 6. ПОВЕДЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ 
В ОКРЕСТНОСТИ ОСОБЫХ ТОЧЕК ПЛОТНОСТИ

До сих пор мы рассматривали интегралы типа Коши 
с плотностями, принадлежащими классу И  или М0. Сейчас
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будем рассматривать плотности <р (/) с особыми точками раз­
личных типов и покажем, что каждая такая точка является 
особой и для интеграла Ф(г). Для простоты в качестве кон­
тура интегрирования будем брать один гладкий контур.

1°. Пусть плотность ср (/) в т точках tx, t2, ..., tm глад­
кого замкнутого контура L имеет разрывы первого рода со 
скачками =  <р (tk — 0) — <р (tk +  0) 4= 0, а на каждой замкну­
той дуге tktk+1 (tm+l =  tx) удовлетворяет условию //(X), 0<Х<1. 
Возьмем функции

ф*(0 =  In (* — 2o). k = \ ,  2 , . . . ,  т,  (6.1)

где под In (t — Zq) при фиксированном k понимается гранич­
ное значение определенной ветви In ( г — z0), однозначной 
в плоскости с разрезом (г0, tk, оо), соединяющим точки 
г0 С D + и оо и проходящим через tk. При этом

Ф* (Д +  °) =  ^  1п (** -  *о)> Фа(Д — °) =  ~  [In (tk -  z0) +  2ад],

так что ф*(4  — 0) — Фа(^ +  0) =  ДА, а в остальных точках кон­
тура <bk(t) непрерывна и, как дифференцируемая функция, 
удовлетворяет условию Н(  1). Поэтому функция

т
?1 (0 =  V (0 — S  Фа (*) (6-2)

А—1

всюду на L по теореме (2.1) удовлетворяет условию //(X).
Запишем теперь интеграл типа Коши по I  с плотностью 

э (Н в таком виде
т

£
k = \ L

_1_ Г Ф* (т)
'2ш .) т —

flfx. (6.3)

Интегралы типа Коши с плотностями tyk(t) легко вычислить, 
применяя интегральную теорему Коши и формулу Коши 
к интегралу по замкнутому контуру, состоящему из L, бере­
гов разреза между z0 и tk и малой окружности с центром z0:

L

2т
Да

C D +,

__, г — h
2т П г — z0

z f D -
(6.4)

Подставляя эти значения в правую часть равенства (6.3), 
получаем формулу, выражающую интеграл типа Коши с раз­
рывной плотностью ср(/) через интеграл с непрерывной плот­
ностью <Pi(t)
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(6.5)
k -̂л
т

V  |* r ln  — z£ D ~ ,Ш 2iu г — 20k=\
где 9i(0  определяется формулами (6.2) и (6.1). В каждой 
точке разрыва первого рода у <р (t) интеграл Ф(z) имеет лога­
рифмическую особую точку.

2°. В случае разомкнутого контура L использовать функ­
ции (6.1) в качестве устраняющих разрывы у ср(/) неудобно, 
ибо интегралы типа Коши с плотностями бА(/) вычислить 
в явном виде уже не удается. Но здесь можно поступить 
следующим образом. Интеграл Ф(,г) разбиваем на два: по 
дуге atx и дуге txb. Затем в одном из них, например, в ин­
теграле по atx, из <р(т) вычитаем Д, и прибавляем Д15 и запи­
сываем его в свою очередь в виде суммы двух интегралов. 
Получаем

Ф(г)

Полагая

_!_ Гт<*>-Д.^  +  +  _ L  Г JLlZl
2га J 1 — г 2га J т — г 2га J х — г

at, at, t,b

di.

Ti
t f a t x, 
tQ txb, ( 6 .6)

видим, что предельные значения <р, (/) слева и справа в точке 
tx одинаковы: ср, (tx — 0) =  <р (tx — 0) — Д! =  <р (tx +  0), <рх (,t, +  0)=  
=  ip(/j+0). Значит, функция cpj (t) всюду на L непрерывна, 
на каждой из дуг atx и txb удовлетворяет условию Н (л) 
и потому на основании теоремы 2.1 она удовлетворяет усло­
вию //(X) на всем контуре L =  ab. Используя функцию (6.6\  
получаем для нашего интеграла Ф (z) с разрывной в точке tx 
плотностью выражение через интеграл типа Коши с непре­
рывной плотностью (/):

ф (Z) =  - 1 -  rfT +  - A -  In . (6.7)
2га J  т — г 2га 2 — а

L
В точке tx здесь опять логарифмическая особенность.

Если разбивать на сумму двух интегралов интеграл по 
дуге txb, то можно получить для Ф(г) представление, анало­
гичное (6.7), где вместо а во втором слагаемом будет 
стоять Ь, а функция 9 x(t) будет определяться соотношениями

9(0, t £ a t x,
9 (0 +  Ац t £ t xb.

( 6. 6:;:)
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При наличии двух точек разрыва tl и /2 только что ука­
занным способом устраняем разрыв сначала в одной точке tx, 
и для Ф(г) получаем представление (6.7), но здесь функция 

определенная равенствами (6.6), в точке U разрывна 
и CP! {и — 0) — ?! {h +  0) =  <р (*2 — 0) — ср (t2 + 0) =  Д2. Поэтому 
к интегралу с плотностью <,р, (/) в свою очередь применяем 
формулу (6.7)

2та I t — z 2та J т — г 2я/
L L

Здесь функция

In

(А =  (?, (О -  Л2, 
2U l ? i (0 t ( t j>.

или, что все равно, функция
( ?(0  — Д1 — д2. t f a t u 

?2 (0 =  | Ф (0 — Д2»
( ? ( 0 . t f t . ,b,

(6.8)

удовлетворяет условию Н (А) всюду на L. Формула (6.7) при­
нимает в этом случае вид

L

Когда ср(0 имеет на L =  ab т точек разрыва tx, ..., tm со 
скачками Д1;..., Дт соответственно, убирая одну точку раз­
рыва за другой, получим

Ф(г)

где функция

?i (0

т

L Л-1

ср(7) — Ai — Д2 — ... — Дт , t £ a t v  

?(0 — д2 —

?(<).

.) т — z Е2л/ ( 6 . 10)

(6. 11)

на L удовлетворяет условию Н (>.).
Очевидно, во всех точках t ^ L ,  отличных от концов и от 

точек разрыва tk, граничные значения у интеграла с разрыв­
ной плотностью существуют и вычисляются при помощи 
формул Сохоцкого. Из формулы (6.10), например, получаем
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ф+(0 =  } 'Р 1(0 +  Ф1(*) +  5] ^ - 1п
ft=l

t - t k  
t — a

Ф-(/) =  - 1 с р 1(0 +  Ф1(0 +

+
t - t k 
t — a

— 2rdb(t,atk) ,

ф ( t )  =  Ф, (0 +  2 ^ 7  [ ln " Ь т -  ~  {t’ a t k ) ]  ’

S(/, atk) = 1, t £ atk, 
0, tC a tk,

k =  1, . . . ,  /«,

откуда видно, что в точках tk и граничные значения Ф+ ((), 
Ф_ (̂ ) и главное значение Ф(t) имеют логарифмические осо­
бенности и, следовательно, являются на L функциями 
класса И ,.

Итог изложенного в этих двух пунктах сформулируем 
в виде теоремы:

Т е о р е м а  6.1. Если на гладком контуре L плотность 
ср (t) имеет т точек разрыва первого рода tu ..., tm, то ин­
теграл типа Коши в этих точках имеет логарифмические 
особенности и выражается через интеграл с непрерывной 
плотностью по формулам (6.5), (6.2), (6.1) в случае замкну­
того контура и по формулам (6.10), (6.11) в случае разом­
кнутого. Граничные значения Ф+ (/), Ф_ (Н и главное значе­
ние интеграла Ф (t) принадлежат на L классу Н \.

3°. Рассмотрим плотность «р(/)> имеющую вид

ср (0  =  ср* (*) П  V  — tk) 4  , Та =  Ч  +  Ф*. 0 <  “ * <  1. (6-12)
k — \

где функция ср* (t) удовлетворяет условию И (X) на каждой 
замкнутой дуге tktk+l, а точки tx, ..., tm могут быть для нее 
точками разрыва первого рода. Покажем, что в некоторых 
случаях интеграл типа Коши с плотностью (6.12) можно вы­
разить через интеграл типа Коши с непрерывной плотностью, 
выделив все его особенности одновременно, в других слу­
чаях — через интеграл с плотностью того же класса, но со 
степенной особенностью в точках th более низкого порядка.

Исследуем сначала случай одной особой точки tx на зам­
кнутом контуре L, когда всюду на L

?(0  =  - 2̂ L -. Т =  * +  *Р. 0 < а <  1, (6.13)
{t-U V
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при этом 9* (Ч — 0) ф  <р* (tx +  0) и на каждой замкнутой дуге, 
одним из концов которой является t x, ср* Взяв на L
произвольную точку t ' ф  t v  функцию <р (t) представим в виде

?(0  = у* (0  f t — t ' y  
( t — t ' y  \ t - t j

(6.14)

Лишь в точке t' функция ш(0 имеет точку разрыва; на каж­
дой дуге t xt \  t 'tx, включая точку tx, Правый мно­
житель в представлении (6.14) мы будем понимать как пре­
дел при z —* t из D + функции

Z- ^ Y  =  (г~ ° Т , (6.15)
2 ~  6 /  (z — txy

вернее той ее однозначной ветви, которая фиксируется выбором 
однозначных ветвей функций (z — txy  и (z — t ' f . Под (z — 
мы будем понимать одну из однозначных ветвей, на кото­
рые распадается эта многозначная функция, когда в пло­
скости проведен разрез (tx, оо) в виде простой кривой, цели­
ком лежащей в D~. Ветви функции (г — 1'У удобно выбирать 
по-разному. Когда t £ t xt', (t — t ' f  будем рассматривать как 
предел из D + той однозначной ветви (,z — t ' f  в плоскости 
с разрезом по дуге txt '^ L  и проведенному ранее разрезу 
(tx, со), при которой соответствующая однозначная в пло­
скости с разрезом (tx, t') ветвь функции (6.15) обращается 
в единицу на со. Эту ветвь функции (6.15) обозначим через 
S(z). Если же то (t — t ' f  будем принимать за предел
из D + той однозначной ветви ( z — С)7 в плоскости, рассе­
ченной по дуге t 'tx У L и разрезу (tx, оо), при которой полу­
чим однозначную в плоскости с разрезом (t t x) ветвь ri(z) 
функции (6.15), удовлетворяющую тому же условию т)(оо) =  1.

Е(*+) =  6 (*) =  ( £  

на берегах разреза (t', tx) 

Ч ( t + )  =  -п (*) =  

Рассмотрим функцию

берегах разреза (/,, t')

Ц Г ) =  е - М1т (6.16)

. Ч V ) =  е М О- (6.17)

— со (̂ J +  0) \ (t), t У txt , 
- 0)(^ — O)rj(t), t f t ' t x. (6.18)

Свойства ср, (/) зависят от соотношения величин а и А.
а) Пусть а >  0 и А >  а. В этом случае <рx( t) ^ H  всюду на 

L и cpi(^i)==0. Чтобы убедиться в этом, достаточно перепи­
сать <Pj (t) с учетом (6.14), (6.16) и (6.17) в виде
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?1 (t) = (6.19)

(0 (f) — 0) (tI + 0)

<■> (0 — <■> (f, — o)
( t - t  ,)T

■(t — t y , t ^ t xt', 

(t - t y , t £ t ' t u

и применить теоремы § 2. В точке t' на основании (6.18) 
имеем (О =  9 (О- При помощи функции ср,(̂ ) интеграл 
типа Коши с плотностью (6.13) можно записать так:

+  ■

Ы  J т — г  2я/ J  т — г
L

) Г S(x) ^  (Д 0 , - 0 )  Г* тцОО 

J т — г  2n i J т -
ЛГ f t ,

2 т L
■ (6 + 0) 

2 т
di.

(6.20)

Два последних интеграла легко вычислить. Так как £(z) есть 
однозначная аналитическая функция в плоскости с разрезом 
(ti, t') и £(со) =  1, то по интегральной формуле Коши

2 т  J t — г  2т  J -с— z 
t , f  t ,v

откуда, учитывая соотношения (6.16), получим

—  f l i l L  ------ £^L_
2iw ,) т — z 2г sin -у

[5(г)— 1].

Таким же путем с учетом соотношений (6.17) в 
с разрезом (t t x) найдем

2я/ J  х — z
ft,

g~”T 
2г sin я-j

h  (2) — 1].

(6.21)

плоскости

(6.22)

Подставляя (6.21) и (6.22) в равенство (6.20), получим окон­
чательно

_ L  f  ! £ > . * = _ ! _  f  2l W Л
2т  J т — z 2 т  J  т — z +

+ етт со (t, + 0) 
2/ sin r.y

[S (Z )-1] - •”т«> 0. - 0) 
2i sin пу

h ( z ) - l ] .  (6.23)

б) Если а > 0  и X <  а, то на основании равенства (6.19) 
функцию можно представить в таком виде

?i (0 =  ?! (0 (* — *i)' Tl. Ti =  *i +
при этом а, =  а — X +  е, где е — положительное и настолько 
малое число, что а, <  а, а <р*(^), обладая теми же свойствами, 
что и <р*(̂ ) в представлении (6.13), имеет е показателем
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Гёльдера. Значит, в этом случае плотности обоих интегра­
лов в формуле (6.23) имеют в точке t x разный порядок сте­
пенной особенности. Если к интегралу с плотностью <Pi(/) 
применить формулу (6.23), то будет видно, что он ведет 
себя в точке t x как (z  — t x)~Tl, но через интеграл с непре­
рывной плотностью также не выражается, ибо X, =  е <  а.

в) При а =  0 функция ср, (t), являясь непрерывной в точке 
tu имеет в t' особенность того же типа, что ср(̂ ) в tx. По­
этому формула (6.23) в этом случае может служить лишь 
для оценки интеграла с плотностью y{t) в окрестности t x. 
Из нее следует, что Ф(;г) ведет себя вблизи t x как (z — tx)~^.

Укажем один из случаев, когда при а =  0 интеграл Ф(г) 
с плотностью (6.13) выражается через интеграл типа Коши 
с непрерывной плотностью. Это возможно, когда в пред­
ставлении

?(0 <е* (О 
(t — г0)ф

t — Z о ур 
t - Ь =  а(0 t — Z о Zq£ D +,

функция о (t) =  ср* (t) (t — z0) lf> всюду на L непрерывна, то 
есть когда

<Р* {tx -  0)/<р* ( tx + 0 ) = е ~  
Переписав Ф(г) в виде

ф (z ) =  _ L  f l L i l )  dz +  Л М .  Г C Lz J l Y
2та J т - г  2n i J  \ z — t x )

L L
видим, что на основании теоремы 2.4 функция

? i W =  h o - ^ ) ] ( j 5 ^  у

(6.24)

(6.25)

всюду на L удовлетворяет условию Я(Х), а по формуле 
Коши

1 ГЛ  —го V
2та J  Ч т — t x )

Z0 VP di
1, z ^ D \

(т^У , z f D  ,

так что окончательно имеем
а(^), Z ^ D +,

dx =  J _ C b M d^ + \
2** J 2та J t — z (^ )fl -  ( f z f )  J*

(6.26)
Отсюда видно, что интеграл Ф(г), ограниченный во всей 
окрестности точки t x, при а =  0 по путям, расположенным 
в D~, определенного предела не имеет в силу свойств 
(z -  i xf .
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К сожалению, другие условия, отличные от (6.24), при 
которых в случае а =  0 интеграл Ф(г) выражался бы через 
интеграл с непрерывной плотностью, нам неизвестны.

4°. В случае нескольких особых точек, когда <?(t) на L 
имеет вид (6.12) и все ак >  0, можно поступить следующим 
образом. Записать интеграл Ф(г) в виде суммы интегралов

т

-  S i  I  ' • > <6  2 7 >
А = 1 к-И

и на каждой дуге tktk+, представить tр(/) в двух формах

<р(0 ;
?* (О

П  v-
j= 1. i! к

V'
Л  t — tk ) ■ Iх* (*) бА (*),

<p ( 0  = ?* (0
JA+1

j—Uj^k+l

t —tk y *+-
t — *̂+i /

(6.28)
T .

При всех j  =  1, 2 ,..., tn за (t — tj)J (здесь у tj и т;- одинако­
вые номера) принимаем предельное значение из D + одной
из однозначных ветвей функции (z — tj)J, на которые она 
распадается в плоскости с разрезом (tj, оо), лежащим в D~.
Функции (t — tk+1)1& и (t — t j f k+i (здесь индекс у показателя 
степени не совпадает с номером tj) введены нами в пред­
ставлениях (6.28) для удобства, и мы распорядимся выбором
их ветвей следующим образом. За (t — tk+ ,) * возьмем пре­
дел из D + той однозначной ветви функции (z k̂+ [)7* в пло­
скости с разрезом (tk+l, tk, оо), идущим по дуге tktk+l в об­
ратном направлении и разрезу (tk, со), при которой

«*(*) =  (Z- tk+!f*  = ( ± -J f tL ) T/1’ М °°) =  1, (6.29)
<*-fc)T* 4 z ~ tk J

является однозначной аналитической функцией в плоскости,
разрезанной по дуге tktk+l; (z — t j f k+l рассматриваем в пло­
скости с разрезом (tk, tk, ,, оо) по дуге tbtb, , и сечению 
<f*+I, оо) и берем ту ветвь, чтобы

i z - t kYk+'

(Z—tk+x)4+l

f  г - t k  \ Tfe+1 
\ z - t k+l)  ’

Cft(o o )= l, (6.30)
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также была однозначной в плоскости с разрезом по дуге 
tktk+l. В равенствах (6.28) 0k(t) и Сk(t) есть предельные зна­
чения функций (6.29) и (6.30) из D +:

М *+) =  М*). Cft(*+) =  C*(/). (6.31)
а в качестве предельных значений из D на основании (6.29) 
и (6.30) получаем

К (Г ) =  е~ 2и' Ч  (/), с, (Г) =  е *''ч+\ (/). (6.32)
Функции и<k {t) и ')k{t) на дуге tktk+l имеют по одной точке 
разрыва: ^ ( ^  — конец tk+,, vk ( t ) ~  конец tk. В остальных точ­
ках дуги, включая вторые концы (конец tk для pk(t) и конец 
tk+x для (t)), они удовлетворяют условию Н.

Если на дуге tktk+{ ввести функцию

?*(<) =  ? (0 — +  0) в* (0 -  v* (tk+, -  0) С* (t), (6.33)
то можно написать

+

—  f ¥(z) dz — 1 f  ФИТ)^  +
2m J т — Z 2w J т — z

Vft+i 6 /a+i

M (tk +  0) Г 6ft(T)rfx , vfc(<*+ I - 0 )  r C*(x)
2m J X — 2 2~i J т — z

dz.

‘ k  к + \ ‘к к +  1

Применяя интегральную формулу Коши в плоскости с дву­
бережным разрезом tktk+1 к функции вk(z), получим

- 1 -  Г Г =  1,
2т J  т — г 2m J т — г

V к+\ . t  ti k +1

откуда на основании (6.31) и (6.32)

1 Г
2m J z —

dz

(ii k+\
2 i  sin яу* [0ft(2) -  1].

Таким же путем находим

1 Г СИХ) 
2m J т —

dz  =

‘к*к+1
L2t sinK-fft+1

и, значит,
1 Г ?(х) дг, =  J _  Г ?к (х)

2m J  т — г 2m J  т — z
dz +

(k‘k+1

+ e”TVfc Uк + 0) 
2/sin

fkfk + l 
- + Ч- (tk+1 — 0)

2i sin

(6.34)

(6.35)

(6.36)

[ Ш - Я
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Если эти значения подставить в равенство (6.27) и положить 

f7(0 =  ¥*(*). * = 1 .  2 ,..., т, (6.37)
получим окончательно

—  Г . l i Z l  d x  =  —  f  _ £ £ s L  dx +
2та J % — г 2ni J т — z (6.38)

/«

v , ( , , + 0| i » . w - 42* [ sin тг/k
k=\

e  K,'Tfc+ 4  ( * * + . - 0 )  
sin7tYft+1 [C*(2) - l ] } .

При изучении свойств функции (6.37) надо <?k(t) с учетом
(6.33) и (6.28) представить в двух формах

^  ^  ( 0  —  ^  +  0 )

_  (0 — ^(<й+1 — 0) 
( f - f ft+1)T*+«

( * - ^ +.)T*-v*(/»+i - o ) ( 7 = i ^

Отсюда видно, что в тех точках tk, где X >  ak >  0, /=■(<) 
непрерывна и F(^) =  0; в тех, где ак >  0, но X <  F(t) имеет 
особую точку того же типа, что и <р(0. но с меньшим поряд­
ком степенной особенности; в точках t Ф tk F(t) удовлетво­
ряет условию Н.

Заметим, что формула (6.36) имеет самостоятельный 
интерес при изучении интеграла по разомкнутому контуру 
tktk+1, когда его плотность имеет вид

<? (0 = ------------— -----------, «* >  0, ай+1 >  0, (6.39)
(< -f* )T* (t - t k+l) ik+‘

где ср включая концы tk и tk+l. В этом случае 0ft(z)
и Cft(z) имеют тот же смысл, что в (6.29) и (6.30), а у>(*0 и 
vk(t) на основании (6.39) определяются равенствами

М О  = т ( 0 (* -* * +|Г ТА (*-**+. Г *+1
и

Если в формуле (6.38) в сумме отбросить последнее сла­
гаемое (k =  m), то получим представление интеграла типа 
Коши по разомкнутому контуру t xtm с известным нам пове­
дением плотности в концевых точках t { и tm и в т — 2 
внутренних tm_i.

Из представления (6.38) видно, что особые точки tm
плотности y(t) будут особыми и для граничных значений
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Ф+(У), Ф_ (/), и для главного значения интеграла Ф(/). Учиты­
вая соотношения (6.31) и (6.32), нетрудно вычислить, что для

*А'+1
ф (t)= 1  [ф+ (о+ ф- (01 = 4 г  f Л -2 (б40)

-  7 Н-,- (*, +  0) в; (0 -  ±  v, (*;+, -  0) с, (0 +

+ 4 Ш  * " <,,+о> [ « . W - 1I -2( I sinitYftft=i

sirutY*+, J

ф± (0 = ± - j t (0 +  ®(0 .

Чтобы исследовать поведение Ф(t) в окрестности точки t}, 
надо взять выражение Ф(^) на дугах tjtj+l и tj_xtj и учесть, 
что точка tj будет особой лишь для тех слагаемых, которые 
содержат функции 0j{t) и Су_, (t). Выделив эти слагаемые, 
получим

ф W =  ~ ~  V-] +  0) Qj (t) — (6.41)
-  гаТ/

2/ sin
0 ) ^ ( 0  +  4^(4,

ф(0 =  ^ ~ — M *; +  ° ) W -2tsinJtY;

^  V ,  (tj -  0) C;-_J (0 +  Ф** (0, * 6 ti-S r (6.42)

Когда X >  ak >  0 для всех k = \ , . . . ,  m, главное значение 
интеграла с плотностью F(t) удовлетворяет условию Н (X). 
Этим же свойством обладают, очевидно, и функции Ф*(^), 
Ф**(£) в формулах (6.41), (6.42), так что вблизи ^главное 
значение Ф(^) можно представить в таком виде

<b(t) =  a > ( t ) ( t - t f 4 , (6.43)

где функция Ф(^) в точке tj терпит разрыв первого рода 
и на каждой замкнутой дуге, одним из концов которой
является tj, Ф(^) удовлетворяет условию //(X). Вместо локаль­
ных представлений (6.41) — (6.43) из формулы (6.40) для Ф(/) 
сразу получается представление вида (6.12)
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(6.44)®0) - ® о Ю П  (*“ **)
■ц

ft=l
справедливое для всех L, t=f=tk.

Когда среди а.к >  0 есть такие, что X <  ак, в формуле 
(6.40) интеграл с плотностью F(t) в соответствующих точках 
будет иметь степенные особенности, в чем можно убедиться, 
применив к нему ту же формулу (6.40). Но порядок этих 
особенностей a'k меньше чк. Эти же самые особенности будут 
иметь функции Ф*(/), Ф**(*) в формулах (6.41), (6.42). Что 
касается представлений (6.43) и (6.44), то они в данном слу­
чае сохраняют свою форму.

5°. Рассмотрим теперь случай, когда в представлении 
(6.12) ай =  0 для некоторых точек tk. На случае разомкнутого 
контура L =  ab покажем, как все особенности рассматривае­
мого типа у плотности можно сосредоточить в одной из 
концевых точек.

Допустим, что tj и tp, р  >  у, имеют а,- =  0 и =  0. Разби­
ваем интеграл Ф(z) на сумму трех интегралов: по дуге atj, 
по дуге tjtp и по дуге tpb. На atj плотность y(t) записываем 
в таком виде

ср( 0  = 9*  (0
т

( t - a ) j  П  (t - t k) k
Л=1, fcjfcy

а на дуге tjtp в виде

? ( 0 :
: _________?* (0______

■Г.
П  v - t k)

k=1, кф]

t — t j )

и представляем интеграл Ф(г) в такой форме

ф (z) =  —  U — Уэл ^ (т)- ах(^— ° I rfT
2т  J \ т — t j )  т — г

+  - L  »<«>-»<»♦<» f
2W J — tj J x — z 2л( J т — z

ур V
У ( 6 - 0 )  ( Y * — а ур/ dx h jitj +  0) r / * — tp\ V j  dx 

J \-c — tj )  x — z 2m J \ z  — tj )  x — z+ 2m
ati t t

J P

Два последних интеграла вычисляются в явном виде извест­
ным уже нам способом, а первые три можно записать в виде 
одного интеграла типа Коши с плотностью
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<М*) =

М О  — " A -0 )1  I Cat,,

[8; M - S , ( / ,  +  0 ) l ( i  Zj£.yi,tctfr
?(*). t £ t pb,

у которой в отличие от <p(/) в точке tj нет особенности. 
На основании теорем 2.4 и 2.1 функция y x(t) на дуге tj_xtj+x 
удовлетворяет условию //(X) и <Pi(f,-) =  0. Из полученного 
представления

<ц2) =  - L  Г ̂
2я; J т— г

L

di + е j (tj — 0) 
2 sh яру

е ' %  (tj + Q)U z — ^
2 sh яру [ \ z  — tj )

видно, что проинтегрированные члены полностью характери­
зуют поведение Ф (z) в окрестности tj. Если на дуге tpb есть 
еще особая точка t того же типа, то проделываем эту опе­
рацию еще раз, разбивая (2) на три интеграла по дугам 
atp, tptq и tqb. Если же на tpb нет особенностей рассматри­
ваемого типа, то интеграл с плотностью <р, (0 разбиваем на 
два интеграла по дугам atp и tpb и тем же самым приемом 
избавляемся от особенности в точке tp. Получаем

Ф, (z) =  —
2я/ . I х — z

Г % 1Gp (tp Q)
2 sh

— Яр 1
е р Ьр (tp +  0)

2 sh яру, ( Я Г -
где плотность <?2(t) имеет особенности только в концевых 
точках:

ъ  (0 =
К  (0 -  °р (tP -  0)] . 16 atp,

i K ( t ) - i ( t P+ o ) } ( ^ - y ip, t^tjb.

Этот же прием позволяет избавиться от особенности на 
одном из концов.

В случае замкнутого контура таким путем особенности 
с и6 =  0 можно сосредоточить в какой-либо одной точке или

73



перебросить в те. точки tk, где **>0. С этой операции 
и надо обычно начинать, если у ср(/) имеются особые точки 
и с «t =  0 и с » t > 0, а затем уже применять представление
(6.38).

Итогом изложенного в пунктах 3° — 5° является
Т е о р е м а  6.2. Если на гладком контуре L плотность 

ср(/) имеет конечное число особых точек tu ..., tm, в каждой 
из которых совмещаются точка разрыва первого рода и 
степенная особенность, и ср(̂ ) может быть представлена 
на L в форме (6.12), то интеграл типа Коши можно пред­
ставить в виде (6.38), где в качестве отдельного слагаемого 
выделена элементарная функция, полностью характери­
зующая его поведение во всех точках tk. В каждой из то­
чек tk интеграл Ф ( г )  имеет степенную особенность с тем 
же показателем =  % +  i$k, что и ср (̂ ). В тех точках tk, 
гдеО < а.к < \  плотность F(t) входящего в формулу (6.38) 
интеграла непрерывна, в точках, где F(t) имеет
особенности того же типа, что и ср (t), но с <  ak. Лишь 
в случае, когда y(t) имеет единственную особую точку t l 
с показателем Ti =  особенность у F(t) с тем же пока­
зателем появляется в общем случае в какой-либо другой 
точке контура L. Граничные значения Ф+ (0, ф~(0  и глав­
ное значение Ф(/) принадлежат на L тому же классу, что 
и ср (t), и представляются в виде (6.12) с теми же показа­
телями ik-

6°. Тем же самым методом можно получить представле­
ние интеграла типа Коши в более общем случае, когда к раз­
рывам первого рода и степенным особенностям плотности 
в точках tu ..., tm добавляются логарифмические особен­
ности.

Пусть на замкнутом контуре L

Е ? *  (0 in (< -< *)

<p(/) =  b i_ --------------- , 7* =  «* +  *?*. О <  а* < 1 , (6.45)

П  ( * - < * ) 7*
*=i

где функции ср*(̂ ) имеют те же свойства, что ср*(0  в (6.12)» 
а за In (t — tk) примем предельное значение из D + некоторой 
однозначной ветви In (z  — tk) в плоскости с разрезом (tk, оо),
тем же самым, что и при фиксировании ветви (z  — t j k . За­
писав равенство (6.27), представляем на дуге tktk+l функцию
(6.45) в двух формах
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X

Т(' , “ ( Т Г 1Г '),*Х
т

<f*(f)ln /  tk + ?fe(0 \ n( t  — tk+l) +  V ]  ?*(<) In (t —  tj)
7=1» ;V=*

( t - t k+l) k f i
)=i.

=  +  (6-46)
где однозначная в плоскости с разрезом (tk, tk+1)£ L  ветвь 
функции

Qk (?) =  вк (?) 11п (2  — h)  — In (г — /*+,)] =  б* (2 ) In

2*(оо) =  О,

z — tk 
z — *k+l

(6.47)

фиксируется при выборе ветвей (z — tk) к и (z — tk+l) k в про­
цессе построения функции 0A(z);

Т Г У 'Х

уХ+ i ( 0 1п 1 t -^t k  +  tp*+1 tk) +  ?* ( 0 ,n (t — tj)

X
7=1. j*k+1

( < - * * ) 7* +1 П
7=1,;У*+1

=  Ak(t)Xk(t) + Bk(t)tk(t), (6.48)
где под 7ft(if) понимаем предел из D + ветви функции

** (z) =  С, (2) [In (2 -  tk+,) -  In (2 -  У  =  Cft (2) In X(oo)=0,
(6.49)

когда ветви логарифмов фиксируются так же, как ветви
(z — /ft)7ft+1 и (г — ^+1)7*+1 при построении С*(2). Смысл функ­
ций а*(/), bk{t), Ak{t), B„(t) очевиден; ak(t) и bk(t) на V a-h 
непрерывны по Гёльдеру всюду, кроме конца tk+l; Ak(t) 
и Bk(t) имеют единственной точкой разрыва конец tk. Если 
положить

9» (t) =  <Р (0 — [я* (** +  0) 2* (/) +  bk (tk +  0) 6fe (0] —

-  И *(/*+1 -0)Х *(/) +  Bk{tk+l-  0)C*(0], (6.50)
то будем иметь
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(6.51)
J _  Г - i i l L  d z = —  f  +
2 я/ J  x — 2 2 яг J  x — z

au (tk + 0)

*a4 +1
2я/

Vft+i
f ^ A  +
J x — Z

+ bk (h + 0)
2я/

*k*k+i
№ ( , ) А  +  ^ < * ‘ +‘ -0 )

+ Да (̂ ft+i — Q) 
2л/

2л/

Cfe (t) 
x — Z

,f rft +

Vft+i

rfx.

k k + \

В плоскости с двубережным разрезом 4 4 +1 к функции Qk(z) 
применяем интегральную формулу Коши:

а д =  —  Г Г - M z z L ^ .
2л/ J х — z 2л/ J  х — z

V*+ V*+i
С учетом первого из соотношений (6.32) имеем

Qft(x+) =  2 Jx ) ,  Qk (х ) =  е
-  2wTft

[2й(т) +  2л/0а(х)],
так что

2*(z)
1-< Г  «Т*

2л/
Va+i

i
в* (X)

V*+i
Отсюда, принимая во внимание (6.34), получаем

i r i т — Z 2/ sin Щ1г 2/ sin2 Ŷ/e
1М *)-11- (6.52)

V*+l
Аналогично, учитывая (6.35), находим

_ L  Г Ы 2 Л = _
2л/ J х — Z

V*+1
2/ sin я̂ £ + 1 2/ sin2 лу*+1

[С*(г) — 11-
(6.53)

Значения интегралов (6.52), (6.34), (6.53), (6.35) подставляем 
в правую часть равенства (6.51):

J _  Г l i l i r f x =  _ L  Г T * Q t f T +  e ' ^ g ^ + G )  g  ( g ) _
2л/ J  х — z 2л/ J  х — z 2/sinnfft2л/

1

Г ^ ь + 'А ь  (tk+\ — 0)

Vft+i V a+i

(г ) +

X [в* (г) - 1 1

2/ sin я^ +1

лДй (/̂ +1 — 0)

лak (tk +  0) ( tk +  0)

2/ sin2 я^ +1
+

2/sin2n-j* 2/sinn'jft

~™4+'Bk (#*+,-0)

X

2/ sin луй+1
Р * ( г ) - 1 ] .

(6.54)
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Это аналог формулы (6.36). Подставляя (6.54) в равенство
(6.27), получим для плотности вида (6.45) аналог формулы
(6.38). При этом для удобства следует опять ввести функ­
цию F(t) равенствами (6.37), где за срk(t) надо взять функции 
(6.5Q). Свойства F(t) легко исследуются на основании соот­
ношений (6.45) — (6.50)

7°. Содержание всего § 6 представляет несколько допол­
ненную нашу статью [74]. Ранее эти идеи применялись нами 
к интегралам типа Шварца [77]. Некоторые формулы пунктов 
4° и 6° независимо от нас получены Р. Б. Салимовым [56].

Вместо предлагаемых нами формул, характеризующих 
поведение интеграла типа Коши одновременно во всех рас­
сматриваемых особых точках, до сих пор использовались 
локальные формулы, справедливые в окрестности одной осо­
бой точки, полученные впервые в 1941 году Н. И. Мусхе- 
лишвили, а затем Б. Погожельским. Подробное изложение 
этих результатов имеется в монографии Н. И. Мусхелишвили 
[41, с. 89—122]. Там же можно найти перечень статей 
В. Погожельского [2—7], посвященных данному вопросу.

Можно было бы пойти дальше в направлении усложнения 
характера особенностей и рассмотреть, например, плотность
вида (6.45), когда вместо \n(t — tk) стоят \ n k(t — tk), где 
ph >  0 — целые числа [38], или в более общем случае плот­
ность вида

9 ( 0 =  £  ? j(0 mj(0>
7=1

где «>,(/) являются граничными значениями функций, анали­
тических в D + или D~, с различными особенностями в точ­
ках t x, . . . , tm. В целом схема исследования интеграла Ф(г) 
остается той же. Трудности могут быть лишь при вычисле­
нии интегралов типа Коши с плотностями Wj(t) или некото­
рыми комбинациями этих функций. От результата этих вы­
числений зависит и компактность или громоздкость оконча­
тельной формулы вида (6.38).

Относительная простота исследования поведения интеграла 
типа Коши в указанных нами случаях объясняется тем, что 
все особые точки плотности были особенностями однознач­
ных или многозначных аналитических функций. При наличии 
особых точек неаналитического характера исследование 
резко усложняется и требует применения очень тонких 
свойств теории функций вещественного переменного. Ряд 
важных свойств интегралов типа Коши с плотностями, при­
надлежащими различным классам суммируемых функций, 
изложены в монографии И. И. Привалова [50]. Большой 
интерес представляет итоговая работа Б. В. Хведелидзе [70],
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посвященная интегралам типа Коши с плотностями, интегри­
руемыми в степени р  >  1 с некоторым весом р(^). В настоя­
щее время исследования в этом направлении продолжаются 
как самим Б. В. Хведелидзе, так и его учениками 
(В. А. Пааташвили и др.).

§ 7. О ПОВЕДЕНИИ ПРОИЗВОДНЫХ ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ 
ВБЛИЗИ ЛИНИИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

1° .
п >  1

Производная интеграла типа Коши любого порядка

ф(")(г)== Л Г
2и  J (т —  z)n+‘

(7.1)

в условиях теоремы 4.1 вне линии L является аналитической 
функцией, как и сам интеграл Ф(д). Но при z  =  t£ L  и гель- 
деровой плотности y(t) интеграл (7.1) не существует даже 
в смысле главного значения. Чтобы выяснить, как ведет 
себя Ф(п)(д) вблизи линии L, оценим ее по модулю.

Когда контур L замкнутый, берем произвольную точку 
z  из Д+ или Д_ и через t0 обозначаем точку контура L, бли­
жайшую к z. Как при доказательстве теоремы 5.1 берем 
достаточно малое р =  |д — *0|, не превосходящее стандартный 
радиус, соответствующий некоторому заданному острому 
углу а0 и представляем Ф(л)(г) в таком виде

(т) di
(х — Z)«+l

• + п\
2 те/

Г 9 (~) — ? (<о) а- +  
J (т-*)» + »

+ ( Я - 1)8
2 та

1
Т (*о). (7.2)

где Lp и /р суть части L, лежащие соответственно вне и 
внутри окружности С (t0, р). Для таких г первое и третье 
слагаемые, очевидно, ограничены, и нам остается оценить 
лишь интеграл

r<p_(T)-T(f.).rfT
J (х — *)» + «

Так как для всех т £ / р имеют место неравенства |т — 0̂|<  
ŝ 2  | t  — z\ и |х — д | > р ,  то при ср( t)^H (A , X) имеем

Но из неравенства (1.9) | s2 — s, | <  k01112 — t x \ <  2р&ох. По­
этому
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если X Ф п.
Равенство Х =  ге возможно лишь при Х==1. В этом случае 

на основании тех же неравенств имеем

m
■■ — to I2 I dx I
т — z It — 11

•S0—6

< 4 A  ( —Ц Ц — <  4.4 ЙГ1
J h - ^ o l  J  h - ^ o i

*P

=  4Afe-, lim | f -*-+ f — )- 
E-OlJ Sq- »  J 0 — ̂ 0 J 4Л^о-l In

50+е

S2--S0
Sq —  S {

<

< 4 /U 01 {| In (s2 — s0) | +  | ln(s0 — s,)|] <  %Akо 1 {| In p| +  In k0 *}.
Эти оценки справедливы и для разомкнутого контура, если 

точка t0 находится на конечном расстоянии от концов, боль­
шем р. Если же C(t0, р) пересекает L только в одной точке 
t u то в представлении (7.2) при п =  1 основное значение при 
оценке будет иметь третье слагаемое и при выполнении 
всех остальных условий в расположении z  получим

|Ф, ( г ) | < С | г - * 0р .1  (7.3)
Таким образом, для любого гладкого контура L имеет 

место следующий результат.
Т е о р е м а  7.1. Если на гладком контуре с р u z  

находится внутри стандартной окрестности некоторой, 
точки t£ L , то для производных интеграла типа Коши 
имеют место следующие оценки:
p ' P K M U - Z p 1, Х< 1; | Ф' (д) |<Л41 In |z  — / |  |, “X =  1, (7.4> 
когда стандартная окружность пересекает L в двух точ~ 
ках, и оценка (7.3) — в случае одной точки пересечения; 
при всех п >  1

(Ф(л)( z ) \< M \z  — t |х-л . (7.5)
Несколько иное доказательство этого предложения для 

п =  1 можно найти в монографии [41, с. 83—84]. Там на рас­
положение z  накладывается требование: нетупой угол между 
отрезком tz  и касательной к L в t не меньше некоторой 
заданной величины р0> а 0. Это позволяет использовать при 
доказательстве оценок (7.4) пункт 4° теоремы 1.1.

Оценки (7.3) — (7.5) показывают, что для производных 
интеграла типа Коши линия интегрирования является особой 
линией, в каждой точке которой модуль их сколь угодно 
велик. По характеру роста линия L для Ф(л)(г) подобна изо­
лированному полюсу для аналитической функции. Поэтому, 
используя терминологию В. В. Голубева [18, с. 99, 101, 192, 
200], можно сказать, что линия интегрирования является 
для производной Ф(п)(г) полярной линией порядка п + 1.

79



2°. Из теоремы 7.1 можно получить ряд интересных 
следствий.

Пусть г, и z2 — две точки, расположенные по одну сто­
рону от L на прямой, проходящей через t. Если взять раз­
ность

Ф (г2) - Ф ( 2 ,) =  | ф  ' ( z )dz ,
г,

где за путь интегрирования можно считать прямолинейный 
отрезок z , z2, и оценить ее по модулю, то при Х< 1, напри­
мер, в силу первого неравенства (7.4) получаем:

\Ф(г2) - Ф ( г 1) \ < ^ - \ й - Ъ \ \ < С 0\Ъ2- \ \ х =  C0\z 2 - z l \x , (7.6)

где С0 — постоянная, а 8, =  |z, — /|, 82 =  |г 2 — t\.
При X =  1 аналогично получим

IФ (z2) -  ф (z,) | <  с 01 в2 -  8, | ' - Е =  С01 z2 -  Zl I1- 6, (7.7)
где s — произвольно зафиксированное положительное число.

Если в неравенствах (7.6) и (7.7) положить z2 =  z, 32 =  о 
и заставить z x — t, оставаясь, скажем, слева от L, то полу­
чим еще два интересных неравенства:

|Ф(*) —Ф+ ( О К С 08\  Х< 1, (7.8)
| Ф ( 2 ) - Ф + ( 0 | < С 081- 6, X — 1. (7.9)

Аналогичные оценки имеют место для z, расположенных 
справа от L.

Неравенства (7.6) и (7.7) дают представление о близости 
значений интеграла типа Коши в зависимости от расстояния 
между рассматриваемыми точками z, и z2. Оценки (7.8) и
(7.9) позволяют судить о скорости стремления интеграла 
®(z) к своим граничным значениям Ф+ (t) и Ф~(/). Основной 
характеристикой этих свойств является, как мы видим, пока­
затель Гёльдера плотности ср(/). Все четыре неравенства 
являются частными случаями теоремы, доказанной в ра­
боте [99]:

Т е о р е м а  7.2. Пусть L — замкнутая жорданова кри­
вая и D — ограниченная ею конечная область. Если для  
функции F (z), голоморфной в D и непрерывной в D\] L, для  
всех z 2 на L имеет место неравенство

— F(Z|)I-  <  =  const, 0 < Х < 1 ,
I *2 — г, |х

то оно справедливо и для всех г,, г2 в D\JL.
3°. Когда плотность с?(t) дифференцируема т раз на L, 

производные интеграла типа Коши обладают более простыми 
свойствами.
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Если контур L замкнутый, то

4»(«)(Z) = J _  я = 1 ,  2 ,..., т. (7.10)
2га J т — z

L
Чтобы убедиться в этом, надо интеграл в правой части 
равенства (7.1) взять п раз по частям. В силу замкнутости 
контура проинтегрированная часть каждый раз будет обра­
щаться в нуль.

Когда контур L разомкнут, Ф(л)(г) отличается от интег­
рала типа Коши с плотностью <р(п)(0 на рациональную функ­
цию с полюсами в концевых точках контура:

ф№(г) =  J _  Г Vм  <т) д>т | 1 V f  Т(Л(*> *и )(Ь) \
2га J z  — г  2та' L l  I ( а  — z ) ' l~ > ( b — z ) n~ J ) ’

ab j = О
(7.11)

Справедлива следующая
Т е о р е м а  7.3. Если у плотности ср (/) на гладком кон­

туре L производная <р<т)(/) удовлетворяет условию Н, то 
все производные интеграла типа Коши Ф(л)(;г), п =  1 ,..., т 
имеют предельные значения [Ф(л) (^)]±, совпадающие во всех 
точках t, отличных от концевых, с производными от его 
предельных значений:

[Ф(»>(/)]±=[Ф± (/)]{»), л =  1 ,..., т. (7.12)
Так как <р(л) ( / ) £ / /  при всех л =  1, .„,  т, то граничные 

значения производных [Ф ^/)]*  существуют и на основании 
представлений (7.10) и (7.11) при всех t Ф а, b определяются 
формулами Сохоцкого

[ф («) W ]±  =  +  i  срСО (t) +  J _  Г dz +
2 2т J т — t

ab
п- 1

( я - у - 1)1
2га

(р(У)
(а — t)n- i

VU) (b) )
( b - ty ’-J у (7.13)

при этом в случае замкнутого контура здесь надо положить 
а =  Ь.

Чтобы доказать справедливость равенств (7.12), берем 
граничные значения интеграла Ф(;г)

ф *  ( 0  =  ± 4 (P W  +  ^ f —2 2ти ,) т — t
ab

Каждое слагаемое в правой части дифференцируемо, при 
этом производная от интеграла в смысле главного значения 
вычисляется по формуле (4.16). Поэтому
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ab

У' ( t)
d t  -\----------t 2 та

У (д)
Л -- /

9 W I 
f c - i j

Повторное дифференцирование, очевидно, также возможно и, 
применяя опять формулу (4.16), получим:

[ ф± < ' ) ] ' =  ± 1 « ' )  +  ^ г 1 й ) л  +
ab

1 |у'(я)
2та 1 а — i

У' (Ь )}1 +  1 JГ У (а) У (Ь) )
b — tj[ +  2*1 \[ (а — <)* ( b - t r  1

После я-кратного дифференцирования мы получаем в качестве 
[Ф*^)]*") выражение, стоящее в правой части равенства (7.13), 
что и завершает доказательство теоремы.

Доказательство теоремы 7.3 даже при более общих, чем 
указанные нами, предположениях на <р(0 > принадлежит 
Ю. М. Крикунову [31]. Доказательство, изложенное в книге 
[8, с. 47—49], содержит неточность.

§ 8*КУСОЧНО-ГОЛОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ, ПРЕДСТАВЛЕННЫЕ 
ИНТЕГРАЛАМИ, ОТЛИЧНЫМИ ОТ ИНТЕГРАЛОВ ТИПА КОШИ

Используя свойства интегралов типа Коши, легко по­
строить другие кусочно-голоморфные функции, которые при 
переходе через заданный гладкий контур терпят разрыв пер­
вого рода.

1°. Возьмем гладкий разомкнутый контур L =  ab и на нем 
функцию ср (t), удовлетворяющую условию Н. Положим

•С
/=■(*, 0  =  -̂ -7 х£аЬ. (8.1)|2та J т, — г

а

По переменному z для любого фиксированного т эта функ­
ция обладает всеми свойствами интеграла типа Коши. По т 
она определена и непрерывна всюду наj i b  и имеет непре­
рывную производную Fx(z, т) при всех z ^ a b .  При z =  t(^ab 
интеграл (8.1) понимается в смысле главного значения и вы­
числяется по любой из формул (4.6) или (4.6*}:

F(t, х) =  J - P l M - ^ > <fr 
к ' 2та J х, — t In t — т 

t — а (8.2)

Отсюда видно, что F(t, т) по т на ab имеет подвижную лога­
рифмическую особенность.

Рассмотрим интеграл
ъ

Ф (z) =  j  ф (т) F(z, т) dx. (8.3)
а
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Легко показать, что если ф(т) является абсолютно интегри­
руемой на ab, то Ф(г) будет аналитической функцией в лю­
бой ограниченной области, не содержащей точек контура 
интегрирования. На бесконечности Ф (z) обращается в нуль: 
Ф(оо) =  0. При z =  t^ a b  интеграл

ь
Ф(/) =  |ф(,с)F(t ,  t)dx (8.4)

а

на основании формулы (8.2) существует как обычный несоб­
ственный.

Для простоты рассуждений ниже мы будем считать функ­
цию ф(т) непрерывной на ab.

Покажем, что функция (8.3) непрерывно продолжима на 
контур L =  ab и получим формулы для вычисления ее гра­
ничных значений.

Запишем функцию (8.3) с учетом (8.1) в таком виде

1 Г 9 ( ч) dr,
2ш  J  х, — z 

а

Здесь в последнем равенстве мы изменили порядок интегри­
рования в повторном интеграле, применив формулу переста­
новки Дирихле. Справедливость ее в данном случае, когда 
оба криволинейных интеграла берутся от непрерывных функ­
ций, очевидна. Но теперь функция Ф(г) записана у нас 
в виде интеграла типа Коши с плотностью

ь

тСч) j  Ф М

удовлетворяющей всюду на L =  ab условию Н. Значит, гра­
ничные значения функции Ф(г) существуют в каждой точке 
t^ a b ,  отличной от концов, и вычисляются по формулам Со- 
хоцкого

ь ь ь
Ф± (0 =  + 7 С?(0 j  Ф (т) &  +  т^т- J  У (м̂ ~ j4 (~) d x .

t  a  Tj

Этим формулам можно придать несколько иной вид, если 
учесть, что формула Дирихле

(  j " ф (х) =  J  * (х) dz j  (8 -5 )
а т: j а а

справедлива и в том случае, когда один из криволинейных 
интегралов существует в смысле главного значения. На 
основании этой формулы получаем окончательно
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(8.6)

* ь
ф ± (t) =  ±  ^  <P i t ) j  ф (x) dz  +  J* ф ( t)F (i! , x) dz.

t a

Из этих формул видно, что каждая точка t контура ab, от­
личная от концов, для функции (8.3) является точкой раз­
рыва первого рода и в этой точке

Ф+ (/) —  Ф “  (t) =  <р (0  j  ф(х) d z .  (8.7)

t
Из концевых точек лишь точка а  является логарифмиче­

ской особой точкой интеграла (8.3); в точке b этот интеграл 
имеет вполне определенное конечное значение

ъ
Ф {Ь)=  Г ф (т)F(b, х) dz.

а

2°. При получении формул (8.6) можно обойтись и без 
формулы перестановки Дирихле (8.5). Надо лишь заметить, 
что при наших условиях к интегралу (8.3) по параметру г 
применима теорема 3.1 о предельном переходе под знаком 
интеграла. Поэтому

ъ

=  j  ф (т) F i t * ,  z) d z + j  ф (x) F i t * ,  т) dz.
a t

Когда x C a t ,  точка t лежит на дуге zb; значит в этом случае

х) =  - 1_ Г - i M d x ,  =/=■ (<, X).
2яг .) х, —  t 

а

Когда z£ tb , то t ^ a z  и по формулам Сохопкого

F i t * ,  x ) = ± I < p  i t )  +  F i t ,  х).

Подставляя эти выражения в формулы (8.8), имеем 
t ь ь

ф± i t )  =  J ф (х)F Ц, х) d x  ±  ■— <р i t) j" ф (х) d z  +  j*ф (х)F i t ,  х )dz.
a i t

Чтобы получить формулы (8.6), надо лишь объединить край­
ние интегралы.

3°. Последний метод вычисления граничных значений 
интеграла (8.3) применим и в более общем случае, когда 
рассматривается кусочно-голоморфная функция
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(8.9)/ ( z )  =  J  Ф СО 2  [ ^  ( * ,  Т)1 dx>
а

где 2 (и) — некоторая целая функция, для которой интеграл 

f ( t )  =  ^ ( z ) Q [ F ( t ,  z ) ] d z
а

существует в некотором смысле. В силу непрерывности 2 
при z  — t h имеем

/ ± (0 =  j t ( T ) 2 [ F ( /±, z ) ] d z .

Разбивая интеграл по a b  на сумму интегралов по дугам 
a t  и tb и учитывая значения F ( /±, z) на этих дугах, получим 

t ь
/± ( 0 = 1 ^ ) 2 [/=■(*, т ) ] л  + F { t ,  т) + j< p (0 dz .  (8 .10)

Во всех случаях, когда 2 (u + v) =f= 2 (и — v), граничные значе­
ния / + (t) и /~  (̂ ) неодинаковы и

ъ
1F(t, х) +  -  <р (0/ + ( 0 —  f  w  =  J  ♦ (х) { а

t

- 2  [/=•(/, ■С)-1 ? (0]} Л . (8. 11)

В формулы (8.10) и (8.11) функция 2 входит при трех 
различных значениях аргумента. Можно указать ряд инте­
ресных частных случаев, когда эти значения связаны неко­
торым соотношением, позволяющим несколько упростить 
эти формулы.

1) Пусть функция 2 (и) обладает следующим свойством: 
2 (и +®) =  2 (и)А(г>) +  £(ц), (8.12)

где А  и В  — некоторые функции. В этом случае формулы 
(8.10) примут такой вид

t
/ЧО — J X)WX +

а

+
о

Л  | ±  7  ?  w ]  j* ф (х) 2  [F (t, ')] d z  +  В

и

j  Ж dz .

Если соотношение (8.12) рассматривать как функциональ­
ное уравнение, то, как известно [92, с. 120—121], оно имеет 
два решения:
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а) Q(u) =  аи + ф, Л (и) =  1, В(и) =  аи;
б) 2 (и) =  -̂ еаи +  р, Л (ы) =  е*и, В (и) =  р (1 — еаи), 

где а, Р и т -  постоянные.
Случай а) нам уже знаком, ибо здесь функция f(z ) , опре­

деленная интегралом (8.9), записывается в таком виде f ( z )  =  
=  аФ(г) +  р, где Ф(;г) есть рассмотренная нами функция (8.3). 
Напомним, что в этом случае интеграл f{ t)  существует как 
обычный несобственный, ибо у ядра F(t, т) на L =  ab, как 
видно из формулы (8.2), подвижная логарифмическая осо­
бенность. При постоянной ср(/) этот случай приводит к ин­
тегралам с логарифмическими ядрами, исследованными в ра­
ботах Ф. Д. Гахова [11] и его учеников К. Д. Сакалюка 
[54, 55], Ф. В. Чумакова [90, 91] и С. Г. Самко [59, 60].

В случае б) из структуры функции 2 (и) и формулы (8.2) 
следует, что ядро интеграла (8.9) на линии интегрирования

2 [F(*, Д] =  р +  т exp {aF(t, Д} =
(0

ехр 1 Г 9 (м) — 9 (0
2 та J  — t

а

имеет подвижную степенную особенность с показателем сте­
пени a^(t)/2rd. Подбором функции ср(̂ ) и постоянной а можно 
добиться, чтобы интеграл f ( t ) существовал либо как несоб­
ственный, либо в смысле главного значения. При постоянной 
<f(t) получаются интегралы со степенными ядрами, близкими 
к изученным в перечисленных выше работах.

2) 2 (и +  v) +  2 (и — d) =  22 (и) 2 (v). (8.13)
Это функциональное соотношение возможно лишь в том слу­
чае, если [92, с. 101 — 104]

2 (и) =  cos а и или 2 (и) =  ch а и.
При постоянной функции ср(̂ ) вновь получаются ядра со 
степенной особенностью.

3) Функциональное уравнение [92, с. 123—127]
2 (и +  v) +  2 (и — v) =  22 (u)g(v)

является более общим, чем уравнение (8.13). Оно имеет два 
интересных для нас решения

а) 2 (и) =  A cos ш  +  В sin а и, g (и) =  cos аи;
б) 2 (и) =  A ch аи -f В sh ли, g (и) =  ch а и.
Функциональные уравнения, которым удовлетворяет функ­

ция 2, в приведенных частных случаях, являются определен­
ной формой теоремы сложения. Эта теорема справедлива, 
как известно, не только для некоторых целых функций; 
алгебраической теореме сложения подчиняются тригоно­
метрические, эллиптические и многие другие функции. Значит,
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разнообразные кусочно-голоморфные функции вида (8.9) 
можно получить за счет выбора функции 2 {и). При этом 2 
может зависеть не от одного, а от двух переменных 
2 [ / г (г , т), т].

Интегралы (8.3) и (8.9) в свою очередь могут быть источ­
ником образования новых разрывных ядер

ф (2, т ) =  f ( z ,  т) =  |ф ('С1) 2 [ / ?(г, T j)]* ,,
а  а

с помощью которых можно получить кусочно-голоморфные 
функции вида (8.3) или (8.9). Одним из основных вопросов 
при их изучении является вопрос о наиболее целесообразном 
выборе класса функций ф (t), допустимых в качестве плот­
ности этих интегралов. В простейших случаях логарифмиче­
ских и степенных ядер этот вопрос наиболее полно рассмот­
рен в работах С. Г. Самко.

Изложенный в этом параграфе материал принадлежит 
Н. Б. Плещинскому.



ГЛАВА I f

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА

Изучая в предыдущей главе интегралы типа Коши, мы 
видели, что они представляют из себя исчезающие на оо 
кусочно-аналитические функции, граничные значения кото­
рых в обыкновенных точках линии интегрирования связаны 
формулой Сохоцкого Ф+ (̂ ) — Ф~ (I) =  <р(1). В этой главе, 
используя свойства интегралов типа Коши, мы построим 
кусочно-аналитические функции с более сложным заранее 
заданным соотношением, связывающим их граничные зна­
чения на заданной линии.

Задачи об отыскании аналитических или кусочно-ана­
литических функций по заданным свойствам на границе 
области аналитичности называют обычно краевыми, или  
граничными задачами. В теории аналитических функций 
такие задачи встречаются очень часто. Так, известную 
интегральную формулу Коши

1 Г F ( x )  
2 щ  J т — 2

dr (F  (г), z £ D +, 
[О , 2 £ D ,

для конечной области D +, ограниченной гладким замкну­
тым контуром L, или для бесконечной области

L

F(oo), z£D + ,
F (оо) — F(z), z £ D  ,

можно интерпретировать как решение простейшей граничу 
ной задачи: найти функцию F(z), аналитическую в области 
D+ или D~ и непрерывную в D +[]L или D~\JL, по задан­
ным ее граничным значениям F(t).

Четкая формулировка различных краевых задач встре­
чается впервые в работах Римана [52, с. 79, 177], но у него 
нет никаких указаний на методы их решения. Позднее 
Гильберт и его ученики занялись изучением частных слу­
чаев поставленных Риманом задач, когда заданное гранич­
ное соотношение является линейным. Им удалось привести 
эти задачи к интегральным уравнениям Фредгольма, но
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с достаточно сложным ядром, что не позволило получить 
полного заключения о разрешимости и числе решений. 
Лишь в 1937 году Ф. Д. Гахову удалось дать простое и 
вполне законченное решение одной линейной задачи, на­
шедшей позднее применение при решении ряда интересных 
прикладных задач из теории упругости, гидромеханики, 
теории фильтрации и т. д. Эту задачу в настоящее время 
называют чаще всего краевой задачей Римана или задачей 
линейного сопряжения. Решению этой задачи в различных 
интересных для приложений случаях отведено много места 
в монографиях Ф. Д. Гахова [8] и Н. И. Мусхелишвили [41]. 
Мы изложим здесь единый во всех случаях метод решения, 
в отдельных деталях отличающийся от методов этих двух 
монографий.

Приведем постановку задачи Римана.
Пусть L есть заданная кусочно-гладкая линия и пусть 

функция Ф(г) является
1) аналитической всюду вне L, исключая, разве, беско­

нечно удаленную точку, в которой она может иметь полюс;
2) имеющей непрерывные граничные значения Ф+ (̂ ) и 

Ф~(^) всюду на L, кроме, может быть, конечного числа 
точек (они могут быть узлами линии, а могут и не быть), 
вблизи которых Ф(z) удовлетворяет условию

< | , л >

где С и а — некоторые положительные постоянные.
Такую функцию мы будем называть кусочно-анали­

тической или кусочно-голоморфной функцией с линией 
скачков L.

Предположим, что на линии L заданы две функции G(t) 
и £f(0> удовлетворяющие условию Н  всюду, за исключе­
нием, разве, конечного числа точек, в которых они имеют 
особенности. Краевой задачей Римана называется следую­
щая задача:

Найти кусочно-голоморфную функцию Ф(г) с линией 
скачков L, имеющую на бесконечности полюс порядка не 
выше п, по граничному условию

Ф + (0 = О ( 0 Ф“  (/) +  £(*)• (Н.2 )

Функции G(f) и g(t) будем называть коэффициентами 
данной задачи. Краевое условие (II.2) будем считать выпол­
няющимся всюду, кроме узлов линии L и особых точек 
коэффициентов задачи. Эти точки мы будем иногда назы­
вать исключительными точками. При решении задачи мы 
увидим, что в зависимости от характера исключительных
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точек каждый раз придется уточнять класс кусочно-голо­
морфных функций, допустимых в качестве решений задачи, 
что сведется к уточнению характера неравенства (II.1). 
Иногда мы будем допускать в решениях задачи в исклю­
чительных точках только интегрируемые бесконечности 
(а <  1), а иногда вынуждены будем иметь дело и с особенно­
стями неинтегрируемого порядка.

§ 9. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ГЛАДКИХ ЗАМКНУТЫХ КОНТУРОВ 
И НЕПРЕРЫВНЫХ ПО ГЁЛЬДЕРУ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Предположим сначала, что линия L состоит из непере- 
секающихся между собой гладких контуров Lv ..., Z,m, что 
G{t) и g(t) удовлетворяют условию Н  и что всюду на L 
коэффициент G(t) отличен от нуля. При этих условиях 
задача Римана не имеет исключительных точек и потому 
ее решения можно отыскивать среди кусочно-голоморфных 
функций с непрерывными всюду на L граничными значе­
ниями Ф+ (t) и Ф“ (̂ ).

1°. Рассмотрим сначала частный случай задачи Римана, 
когда G { t)= \.  Граничное условие можно записать в виде

ф+ (0 — Ф~ (t) =  g  (0> t£ L ,  (9.1)
и, следовательно, надо найти кусочно-аналитическую функ­
цию Ф (z) по заданному скачку g(t), который она испыты­
вает при переходе через линию L.

Нам известно одно частное решение этой задачи. Это 
интеграл типа Коши

®i(z)=“  (9.2)2яг J х — z
L

Действительно, функция ФД-г), определяемая этим интег­
ралом, кусочно-голоморфна, на оо обращается в нуль 
и в силу формул Сохоцкого (5.8) удовлетворяют усло­
вию (9.1).

Чтобы найти решение задачи (9.1) с полюсом на оо по­
рядка п, берем разность между искомым решением Ф(г) и 
известным частным решением ФДд): ф(г) =  Ф (z) — (z). В
силу условия (9.1) ф+ (0 =  ф_ (t) на L. Это означает, что сово­
купность функций ф! (z ) ,......., фт+1 (z), аналитических соответ­
ственно в областях D i, ..., Dm+l, на которые линия L разбивает 
всю плоскость, являются на основании принципа непрерывно­
сти [35, с. 87] непосредственными аналитическими продолжени­
ями друг друга через соответствующие участки линии L и, сле­
довательно, функция ф(z) =  ф*(z), z £ D k, & = 1, . . . , т + 1, яв­
ляется аналитической во всей плоскости, кроме бесконечно
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удаленной точки, где у нее полюс порядка п, и представ­
ляет из себя полином степени не выше п\ ф (г) =  с0 +  cxz  +  
+  ... +  cnzn =  P„{z), где с0, сп — произвольные комплекс­
ные числа. Значит, искомое решение Ф(^) определится фор­
мулой

Ф (z) =  - L  Г-£М- dz +  Р,,(г). (9.3)
2те J 1  — z  L

Формула (9.3) определяет общее . решение задачи (9.1). 
Чтобы убедиться в этом, надо взять разность между реше­
нием (9.3) и любым другим решением и повторить те же 
рассуждения, что и при построении функции ф(г).

Наличие в правой части формулы (9.3) произвольного 
полинома Pn{z) позволяет сформулировать окончательный 
вывод в следующей форме:

Т е о р е м а  9.1. Задача определения кусочно-голоморф­
ной функции с линией скачков, состоящей из конечного 
числа гладких непересекающихся замкнутых контуров, 
разрешима при любом непрерывном по Гёльдеру скачке 
g{t) и имеет п +  1 линейно-независимых решений, имеющих 
на оо порядок не выше п. Единственное исчезающее на оо 
решение этой задачи есть интеграл типа Коши с плот­
ностью g{t).

2°. Когда в краевом условии (11.2) g(t) =  0, задача Ри­
мана называется однородной. На первый взгляд кажется, 
что при решении однородной задачи

ф+ (0 =  <3 (/) Ф- (0, t ^ L ,  (9.4)
надо при помощи логарифмирования привести краевое усло­
вие (9.4) к виду (9.1):

[In Ф (<)]+ -  [In Ф (/)]“  =  In G (f). (9.5)
Но, к сожалению, эта операция в общем случае не приво­
дит нас к только что рассмотренной задаче о скачке. 
Объясняется это следующими причинами.

Во-первых, любая фиксированная ветвь In О (0 на каж­
дом из контуров Lx......  Lm может быть разрывной, хотя
G (t)£H . Чтобы убедиться в этом, надо заставить точку t 
от некоторого положения tk^ L k обойти один раз контур Lh 
в положительном направлении и проследить, какую (тоже 
замкнутую) кривую ГА опишет при этом точка С =  In G{t). 
Когда Гй охватывает начало координат, это означает, что 
у функции

In G (0 =  In | G (t) | +  i arg G (t)
мнимая часть argG(/) приобретает при обходе приращение 
[argO(/)]£ =2г.хк, где .есть целое число, равное числуk
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петель вокруг начала, положительное или отрицательное 
в зависимости от того, как движется точка С по этим 
петлям — против или по часовой стрелке. Если до начала 
обхода положить

In G (tk +[0) =  In | G (tk) | +  i arg G (tk),

то после обхода получим

In G (tk — 0) =  In G (tk +  0) +  2r.ix.k,

так что в точке 'tk функция ln G (0 претерпевает разрыв 
первого рода с величиной скачка

Л* =  In G (tk — 0) — In G (tk +  0) =  2ъЫк. (9.6)

Разделенное на 2к приращение аргумента функции G(t) 
при одном обходе контура Lk в положительном направле­
нии называют индексом функции G(t) относительно кон­
тура Lk. Имеем:

** =  lndL G (t) =  J -  [arg G (t)]Lk — [In G {t)\,k. (9.7)

Когда Tk не охватывает начала, хА =  0.
Таким образом, если функция G (t) имеет отличный от 

нуля индекс относительно хотя бы одного контура Lk, вхо­
дящего в L , то правая часть в краевом условии (9.5) имеет 
точку разрыва первого рода в некоторой точке tk, приня­
той на Lk за начало обхода.

Второе отличие задачи (9.5) от задачи, рассмотренной 
нами в пункте 1°, состоит в том, что 1пФ(г) в общем слу­
чае есть функция неоднозначная и, следовательно, не при­
надлежит к рассматриваемому нами классу кусочно-голо­
морфных функций. Причиной многозначности 1пФ(г) яв­
ляются нули функции Ф(;г). Когда в краевом условии (9.4) 
Ф+ (G ¥=0 и Ф- (t) 0 всюду на L, не решая задачи, можно
установить связь между числом нулей и величиной индекса 
G(i) относительно всей линии, то есть суммой всех *k, 
£ = 1 , .... т. Для этого заставим в краевом условии (9.4) 
точку t обойти один раз в положительном направлении всю 
линию L и подсчитаем полученное при этом приращение 
аргумента обеих частей равенства. Имеем

[argj®+ {t)\L — [arg Ф“ {t)]L =  [arg G (,t)]L . (9.8)

Значение правой части подсчитывается просто

[arg G (t)\L =  2r. (*! +  ... +  x j  =  2тгх.
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Что касается левой части, то очевидно
т  + 1

[atg Ф+ (t)]L -  [arg Ф“  (0]£ =  S  [arg Ф* (t)]dDk,

где через Фй(/) обозначено граничное значение Ф (z) =  ФА (z) 
из области Dk, а через dDk — граница этой области. Функ­
ции ФА(г) удовлетворяют всем требованиям принципа аргу­
мента [35, с. 82—83]. Поэтому, обозначая через пк число 
нулей Фk(z) в Dk и предполагая, что оо принадлежит об­
ласти Dm+l, будем иметь

[aig®*(/)]d„ = 2ic/**, k =  \ ...... m;к
[aig®m+i(0]„o А = 2я(лт+1- « ) .т +1

Если общее число нулей Ф (z) обозначить через N — nx + 
-f ... +  пт+1, то равенство (9.8) запишется в таком виде:

N  =  п + у.. (9.9)
Число 7V— неотрицательное. Поэтому из равенства (9.9) 

получаем два интересных вывода:
1. Условие я +  х!>0 является необходимым для разре­

шимости однородной задачи Римана.
2. При п +  х >  0 решение однородной задачи Римана 

имеет ровно п +  х нулей. Необращающееся в нуль решение 
задача имеет только при п +  х = 0.

Заметим, что при нашем требовании, чтобы Ф+ (/)=А0 
и Ф-  (t) =7'■= 0 всюду на L, соотношение (9.9) имеет место не 
только в том случае, когда решение однородной задачи 
Ф (~) имеет на со полюс (/г >  0), но и в том случае, когда 
оно на оо ограничено (п =  0) или обращается в нуль (п <  0). 
Это означает, что под (— п) в соотношении (9.9) можно 
понимать порядок Ф (z) на со.

Каким же образом решается однородная задача Римана, 
если непосредственный переход к задаче (9.1) невозможен?

Основным моментом при решении является факториза­
ция коэффициента G(t), то есть представление его в виде 
произведения или, что более удобно, в виде отношения гра­
ничных значений Х+(?) и X~(t) некоторой кусочно-голоморф­
ной функции X(z) с той же линией скачков L. Когда такая 
функция X(z) известна, краевое условие (9.4) на основании 
равенства

О(/) =  Х + (0 /Х -(0  (9.10)
переписывается в виде

Ф+ (0  =  Ф - ( р
х+ (о  ~  х - « ) (9.11)
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Это равенство будет выполняться для всех t£ L ,  если 
всюду на L

Х+ (/) Ф 0, Ъ~[€)ф  0. (9.12)

При выполнении этих условий задача сводится к построе­
нию функции 2 (г) =  Ф (г)/Х (г), аналитической всюду, кроме, 
может быть, бесконечно удаленной точки и нулей функции 
Х(г); во всех этих точках 2 (г) может иметь только по­
люсы. Число их конечно, ибо в силу условий (9.10) и (9.12) 
для нашей функции Х(г) имеет место соотношение (9.9): 
7V = v +  x, где v есть порядок X(z) на оо. Точное значе­
ние N  нам будет известно при фиксированном v. Очевидно, 
что разумнее всего строить X(z) с таким порядком на со, 
чтобы N =  0, то есть чтобы

Если и это требование выполнено, то функция 2(z) =  
=  Ф(г)/Х(г) является аналитической всюду, кроме беско­
нечно удаленной точки, где она имеет порядок п +  х. Зна­
чит, при п +  х >  0 функция 2 (г) есть полином степени 
п +  х с произвольными коэффициентами: 2 (z) =  Pn+x(z).
При п +  х <  0 по теореме Лиувилля [35, с. 61] 2(г) =  0.

Итогом изложенного является
Т е о р е м а  9.2. Если функция X (г) известна и п +  х ;> 0, 

где х — индекс коэффициента G (t), а п  — порядок искомого 
решения на бесконечности, то однородная задача разре­
шима и все ее решения определяются формулой

где Pn+x(z) — полином с произвольными коэффициентами. 
При п +  х <  0 однородная задача отличных от нуля ре­
шений не имеет.

Функцию Х(г) с указанными выше свойствами (9.10), 
(9.12) и (9.13) принято называть канонической функцией 
однородной задачи Римана. Коротко можно сказать, что 
каноническая функция есть такое решение однородной 
задачи Римана, которое нигде в конечной плоскости не 
обращается в нуль. Это определение, очевидно, равно­
сильно следующему: каноническая функция Х(г) есть ре­
шение однородной задачи, которое одновременно с 1/Х(г) 
принадлежит классу допустимых функций.

Остается убедиться в существовании канонической 
функции.

V =  --- X. (9.13)

Ф (г) =  X (г) Рп+Х (z), (9.14)
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Обращаемся к краевому условию (9.4). Так как G{t)^= О 
всюду на /., то путем фиксирования значений In (7(0 на 
каждом из контуров Lk получим вполне определенную 
ветвь этой функции на линии L. Мы уже знаем, что в не­
которых точках 0 ..., tm, принятых соответственно на кон­
турах 1ь ..., Lm за начало обхода, функция In 0 (0  имеет 
разрывы первого рода и в точке tk£ L k величина скачка 
определяется формулой (9.6). Если положить

<9 Л 5 >
L

то непосредственной проверкой легко убедиться, что функ­
ция ехрГ(г) при всех t=£tk удовлетворяет краевому усло­
вию (9.4), так что при t=j=tk

О(0 =  ег+(° (9.16)
Однако эта факторизация коэффициента (7(0 не удовле­
творяет всем нашим требованиям, ибо при в точках tk
функция ехр Г (z ) имеет нули или бесконечности. Чтобы 
убедиться в этом, записываем интеграл (9.15) в виде суммы 
интегралов по всем контурам

т  т

r f e ) “  (9.17)
k = \  А=1 Lk

Плотность каждого из интегралов ГД2) в точке tk имеет 
разрыв первого рода и потому каждый Г* (г) можно пред­
ставить по формуле (6.5). Будем иметь

Г* (2) =  - L  Г 1пв*1т)_ dz +  К  In (z -  tk), Z внутри L„, (g 18) 
ы  { Z~ z xAln-— Z  вне 4

Здесь мы объединили оба возможных случая: и когда D* , 
как в формуле (6.5), являясь конечной, находится внутри Lk, 
и когда D f  бесконечна. В соответствии с этим

Gk(t) =  ( t - z / %kGk(t), (9.19)
при этом произвольная точка zk в обоих случаях берется 
внутри Lk. Допустим, что точка г находится внутри 
Lx , . . . ,  Zx и, следовательно, вне остальных контуров
k= £ \j. На основании формул (9.17) — (9.19) получим

Г ( г )  =  Г ( г )  +  х* In (z -  tk) +  In ■ ~ ^  . (9-2°)
k = \ j  k=fc'Kj
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(9 .21)

где

(z  -  z kY
k=i *#x.

Г (г) =  - ^  J - ^ 7 "  dт’ О (0 =  5, (0, t e Z.A. (9.22)
L

Из формулы (9.21) видно, что в каждой точке tk при *k i=0 
функция ехрГ(г) действительно обращается в нуль или 
бесконечность.

Из той же формулы (9.21) сразу видно, что если умно-
т

жением expT(z) на рациональную функцию |~[ (z — tk) к мы
*=i

избавимся от нулей и бесконечностей в точках tk, то полу­
чим искомую каноническую функцию

т
X(z) =  eT{z)U  ( z - t k) ~ \  (9.23)

А=1

Действительно, если вычислить Х+ (t) и Х ~(0’ не обращаю­
щиеся в нуль по построению, и учесть равенство (9.16), 
то будем иметь

т т

1̂ 2- = П « - 4Г* <тг~ ю П <' -  Ф  -  о U).
Из представления (9.23) видно, что X(;z) на оо имеет поря­
док (—х) и, значит, в силу соотношения (9.9) нигде на 
конечном расстоянии нулей не имеет.

Построение канонической функции X(z) завершает реше­
ние однородной задачи. Заметим только, что так как X(z) 
функция кусочно-голоморфная, формула (9.23) определяет 
т +  1 разных функций, аналитических, соответственно 
в областях / )ь ..., Dm+U на которые линия L разбивает 
комплексную плоскость. Поэтому при конкретных вычис­
лениях надо обращаться к формулам (9.19) — (9.22), в силу 
которых X

X (*) = / «  П <*-*») **, (9-24)
kj=\j

когда z  есть любая точка того куска, который находится 
внутри контуров Z.x , ... , Lx . Интеграл типа Коши Г (г)
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с плотностью In G (t)£ H  всюду на L вычисляется при по­
мощи формул (9.22) и (9.19).

Из формул (9.23), (9.22) и (9.19) следует, что как Х+ (/), 
Х“ (̂ ), так и граничные значения Ф+ (/), Ф~ (t) любого реше­
ния (9.14) однородной задачи Римана принадлежат всюду 
на L классу Н.

3°. Неоднородная задача Римана с граничным условием 
(И.2), где ёИ )Ф  0, решается просто. Пусть X(z) — кано­
ническая функция соответствующей однородной задачи. 
На основании равенства (9.10) краевое условие (II.2) пере­
писываем в виде

Ф+ (О ф~ (0 g(t)
х + (0  х - (о  х+ (О '

Отношение g(t)/X+(t) всюду на L удовлетворяет усло­
вию Н , функция Ф(г)/Х(г) на бесконечности имеет конеч­
ный порядок п +  х. Значит, получили задачу, рассмотренную 
в пункте 1° этого параграфа. Решая ее, получим

откуда

Ф  ( г )  =

Ф(г) = 
Х(г) ”

X (г)

— Г2т J

2 т

L

Я  (т)

gp) dz 
Х+ (t) (х-

dx
■Z) f l  +  x (г),

Х+(т) т — z Х (*)Яя+х(2). (9.25)

Это и есть общее решение неоднородной задачи. При 
и +  х^ 0  оно содержит п +  х +  1 произвольных постоянных.

При решении многих прикладных задач часто приходится 
отыскивать решение неоднородной задачи Римана, исче­
зающее на бесконечности, то есть порядка не выше 
п — — 1. Так как порядок X(z) на бесконечности равен 
(—х), то при х < 0  все такие решения получаются из той 
же формулы (9.25), если в ней положить п =  — 1, а при 
х =  0 в этой формуле надо считать Р_х =  0. При х < 0  мы 
должны положить Ру1  =  0 и потребовать, чтобы в разло­
жении Лорана

1 Г g(~) =  __ г~‘ Г g(t) _  z~2 Г ^g(T) ^  _
2т J  Х+ (х) х — г  2т J Х+(х) ' 2т J Х+(т)

L L L

коэффициенты при г -1, z~2, ..., z  были равны нулю. Имеем, 
таким образом, следующий результат.

Т е о р е м а  9.3. Если х >  0, общее решение неоднородной 
задачи Римана (II.2), исчезающее на бесконечности, дается 
формулой

Ф (Z) =  -5 i*L  Г J l _  +  х  ф  р  (2) (9 .2 6 )
W 2яг J Х+ (т) х — z '  X“ 1V ' ’

L
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где Рх1 (г) — произвольный полином степени не выше х — 1, 
причем Рг } =  0 при ч =  0. При х <  О единственное ре­
шение

Ф (2) =  4 ^  f (9-27)2ти J Х+ (т) т — z 
L

существует тогда а только тогда, выполнены сле­
дующие дополнительные условия

£(*)</- =  О, * =  0 , 1 ......  —х — 1. (9.28)
L

Условия разрешимости (9.28) часто записываются в дру­
гой форме, через решения так называемой союзной одно­
родной задачи. Однородные задачи Римана с граничными 
условиями

Ф + (0 = О ( / ) ф - (0 ,  *+ (0 =  [G (0 r V ~ (0  (9.29)
называются союзными.

Из сказанного выше следует, что если х и X (z )— индекс 
и каноническая функция первой задачи (9.29), то (— х) 
и [X(z)]_1 будут индексом и канонической функцией второй. 
При х <  0, как видно из формулы (9.14), первая задача не 
имеет отличных от нуля исчезающих на бесконечности 
решений, в то время как союзная с ней имеет их ровно (— х):

'Ыг) =  ^ т Т >  ^ =  0, 1,..., — х — 1. (9.30)
Л (Z)

Обращаясь теперь к равенствам (9.28), видим, что их 
можно переписать в таком виде

J  <!>*(')£(*)* =  0, * =  0, 1,..., - х -  1. (9.31)
L

4°. При построении канонической функции X(z) внутри 
каждого контура Lk мы ввели произвольную точку zk. 
Формула (9.23), определяющая X(z), наводит на мысль, что 
X(z) фактически не зависит от выбора гЛ, г2, ..., z,„. Про­
верить это можно непосредственным вычислением, но при 
этом удобнее пользоваться не формулой (9.23), а эквива­
лентной ей формулой (9.24).

Допустим, что кроме канонической функции X(z), мы 
построили еще одну такую же функцию Xt (z), заменив 
точки г , , ..., zm на точки z*,..., z*H, так же расположенные
внутри контуров Lm соответственно. На основании
формул (9.24), (9.22) и (9.19) будем иметь
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I.

L

mm

В соответствии с нашим выбором ветвей логарифмов 
In (z — zk) И In (z — Z*) ПОД In [(т — Zk)/( 1 —  2*)] МЫ МОЖвМ

понимать значение соответствующей ветви In [(z—z j / ( z — zp]
на контуре Lk. Вне Lk эта ветвь голоморфна и обращается 
в нуль на бесконечности. Поэтому на основании интеграль­
ной формулы Коши имеем

где, как и раньше, верхний знак соответствует тому слу­
чаю, когда при обходе Lk в положительном направлении 
внутренность Lk остается слева, а нижний знак — когда 
справа. Отсюда для любой точки z, находящейся внутри 
контуров Lk,. . . ,  Lk , получаем

и, значит, X(z)/X, (z) =  l.
Таким образом, каноническая функция, а следовательно, 

и любое решение задачи Римана не зависит от выбора 
точек 2, , . . . ,  zm.

5°. Пусть теперь контуры , Lm, составляющие
линию L, имеют конечное число общих точек — точек пере­
сечения и касания. Эти точки для краткости мы будем 
называть ^-точками.

Под коэффициентами G(t) и g ( t) при формулировке 
задачи мы будем понимать функции, определенные следую­
щим образом: G(t) =  Gk (t) и g{t) =  gk{t) на L, кроме

О, z внутри Lk,
---  1 2  Zfo  г+ In------- f -  , z  вне Lk,

q

Г (2) - Г ,  (2) =  £  ч* In г — z„
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d-точек, при этом функции Gk(t) и gk{t), заданные на кон­
турах Lk { k = \ , . . . ,  т), удовлетворяют на них условию Н. 
В d-точках функции G(t) и g{t) не определены вообще.

Неопределенными в d-точках будут и граничные значе­
ния искомой функции Ф+ (t) и Ф~ (t) даже в том случае, 
когда они существуют при стремлении z  к d из каждой 
области Dk. Поэтому в формулировке задачи Римана есте­
ственно требовать, чтобы граничное условие (II.2) выпол­
нялось всюду на L, кроме d-точек, и отыскивать решение 
задачи в классе кусочно-аналитических функций, непре­
рывно продолжимых на L всюду, кроме d-точек, в окрест­
ности которых они должны быть ограничены.

При этих условиях все изложенное в пунктах 1°—4° 
этого параграфа останется в силе и решение задачи во всех 
случаях определится по тем же формулам, как и при от­
сутствии общих точек. Проверить, выполнимы ли требова­
ния ограниченности решения вблизи d-точек, на основании 
сказанного в п. 6° § 5 очень просто.

Задача Римана для пересекающихся контуров впервые 
была решена В. Тржицинским [98]. Значительные упроще­
ния в методе решения были сделаны Д. А. Квеселава [30] 
и в совместной работе Ф. Д. Гахова и Л. И. Чибрико- 
вой [13].

В случае замкнутых непересекающихся контуров основ­
ная заслуга при решении задачи Римана, как уже указы­
валось ранее, принадлежит Ф. Д. Гахову. В 1937 году он 
дал полное решение задачи для одного замкнутого гладкого 
контура путем приведения к случаю нулевого индекса 
[9; 8, с. 111 — 123]. На случай нескольких замкнутых кон­
туров этот метод был обобщен Б. X. Хведелидзе [68; 41, 
с. 146-163].

§ 10. СЛУЧАЙ РАЗОМКНУТЫХ КОНТУРОВ

1°. Предположим сначала, что линия L состоит из глад­
ких разомкнутых контуров Lk =  akbk т) без общих
точек. В отличие от случая замкнутых контуров здесь 
линия L не разбивает комплексную плоскость на куски, 
и мы имеем одну область D, содержащую бесконечно уда­
ленную точку и ограниченную двубережными разрезами

т
вдоль контуров Lm, так что дГ) =  [J (L+{]L~).

k—\
Задача Римана состоит в данном случае в отыскании одной 
однозначной функции Ф(z), аналитической в области D 
всюду, кроме, может быть, бесконечно удаленной точки, 
где она должна иметь заданный порядок п , если ее гранич­
ные значения Ф+ (̂ ) =  Ф(^+) и Ф_ (̂ ) =  Ф(^_) связаны соотно­
шением

Ф(Р) =  О (0Ф (Г ) + g ( t)  (10.1)
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или же соотношением

Ф ( г )  =  О (() Ф (/+) +  gt (t), (10.1*)

где G(t), G^(t) и g(t), gt (t) — заданные на L функции
класса / / 0.

Ясно, что задавать надо лишь одно из этих соотноше­
ний, например, соотношение (10.1), так как при одновре­
менном задании соотношений (10.1) и (10.Г) на L должно 
было бы выполняться тождество

Ф (П [ \  -  G(t) О (01 =  G (t)g jt)  + g(t),

а это возможно лишь в двух случаях: либо при G(t)G  
должно быть

ф
’ 1 -G (0  G J t )  '

либо
G ( / ) G ( / ) = 1, g(t) + G(t)g%(t)=  0. (10.2)

В первом случае задача восстановления функции Ф (z) три­
виальна и интереса не представляет; выполнение же ра­
венств (10.2) говорит о том, что условие (10.1*) есть след­
ствие условия (10.1) и получается из него разрешением 
относительно Ф(/~).

Наша форма записи граничного условия (10.1) хорошо 
подчеркивает принципиальную разницу между задачами 
Римана в случае замкнутых и разомкнутых непересекаю- 
щихся контуров. В случае разомкнутых контуров граничное 
условие связывает предельные значения искомой функцииФ(г) 
в разных точках t+ и t~ границы области D, расположен­
ных друг против друга на берегах разреза L.

При решении задачи мы будем считать, что граничное 
условие (10.1) выполняется всюду на L, кроме, может быть, 
концевых точек (с-точек).

Чтобы уточнить условия (II.1), определяющие поведение 
искомой функции в окрестности исключительных с-точек, 
рассмотрим простейшую задачу

Ф ( П - Ф ( П  =  £(*). (10.3)
Зная граничные свойства интегралов типа Коши (§ 5), мы 
можем утверждать, что одним из частных решений задачи
(10.3), исчезающим на бесконечности, является интеграл

Ф,(г) =  - к  f - ^ - Л.  (10.4)
2к  J т - г

L
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Все с-точки, в которых g-(c)=£0, будут для Ф, (z) логариф­
мическими особыми точками, то есть особыми точками 
интегрируемого порядка. Легко убедиться, что задача (10.3) 
других исчезающих на бесконечности решений с интегри­
руемыми особенностями в с-точках не имеет. Если Ф(г) 
есть такое решение, удовлетворяющее в окрестности с-то- 
чек условиям

Iф (g) I <  С- 0 С  а <  1, (10.5)| z —с |

то разность ф (z) =  Ф (z) — Ф, (z) удовлетворяет на L условию 
ф(^+) =  ф(/~) при всех t Ф с. Значит, б (z) аналитически про- 
должима через дуги Lm и представляет аналитиче­
скую на плоскости функцию с изолированными особенно­
стями в с-точках, в окрестности которых для нее справед­
лива оценка вида (10.5). В силу этой оценки с-точки не 
могут быть для ф ( г )  ни полюсами, ни существенно особыми 
точками. Ни могут они быть и точками ветвления, так как 
любая однозначная функция с точками ветвления имеет 
линии разрыва с концами в этих точках, а наша функция 
ф (г) при всех z=f=c непрерывна. Следовательно, с-точки яв­
ляются для ф (z) устранимыми особенностями и по теореме 
Лиувнлля с учетом условия ф (о о ) =  0 получаем ф (z) =  0.

Решение задачи (10.3), имеющее на бесконечности полюс 
порядка не выше я, а в окрестности с-точек удовлетворяю­
щее тем же условиям (10.5), получается при помощи ана­
логичных рассуждений, но здесь функция ф (z) имеет на 
бесконечности полюс порядка п. Поэтому получаем

Ф ( . г ) = ^ т  Г^ l d, + Pn(z), (10.6)2тч J т — z
L

где Рп (z) — многочлен с произвольными коэффициентами.
Таким образом, решения задачи (10.3), удовлетворяющие 

в окрестности с-точек условиям (10.5), имеют тот же вид, 
что и решения соответствующей задачи (9.1) в случае 
замкнутых контуров. И вывод об условиях разрешимости 
и числе линейно-независимых решений является почти до­
словным повторением теоремы 9.1. Немного усложнилась 
лишь схема рассуждений при получении решений в связи 
с дополнительным исследованием поведения ф (г) вблизи 
с-точек.

Заметим, что если бы за исходное граничное условие 
мы взяли соотношение (10.1), то в качестве аналога задачи
(10.3) имели бы зддачу с граничным условием

Ф ( Г ) - ф (*+) =  * ,(< ). (Ю.З*)
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Учитывая, что в силу второго из равенств (10.2), если 
положить там G =  1, функции g(t) и g%{t) связаны соотно­
шением

g(t) + g.V) =  0, (10.7)

заключаем, что задачи (10.3) и (10.3*) тождественны между 
собой.

Условия интегрируемости (10.5) появились у нас как 
следствие наших требований, наложенных на функцию g(t): 
интеграл типа Коши с гельдеровой плотностью в концевых 
точках может иметь лишь интегрируемые особенности. Из 
результатов § б вытекает, что допущение у g(t) в с-точках 
некоторых интегрируемых особенностей при решении задачи
(10.3) также не приведет к расширению класса решений. 
Поэтому вполне естественно и решения задачи (10.1) в об­
щем случае отыскивать также в классе однозначных анали­
тических в D функций, имеющих в точке z — со порядок 
не выше п и допускающих вблизи с-точек оценку (10.5).

2°. Так же как в случае гладких замкнутых контуров, 
при решении однородной и неоднородной задачи (10.1) нам 
понадобится каноническая функция, осуществляющая фак­
торизацию коэффициента G(t).

Канонической функцией мы назовем такое решение X(z) 
однородной задачи

Ф(/+) =  0(*)Ф (Г), (10.8)

которое одновременно с 1/X(z) принадлежит к классу функ­
ций, допустимых в качестве решений.

В силу этого определения вблизи с-точек обе функции 
X(z) и 1/Х(г) должны удовлетворять условиям вида (10.5).

При построении канонической функции обращаемся 
к граничному условию (10.8). На каждом из контуров 

Lm фиксируем какое-либо из непрерывных значений 
In Gk(t), в результате чего на линии L получаем вполне 
определенную функцию In G(t) класса Н0. Берем функцию

т т

тП 2 w !■ “ ? - *-  S r*<*
L /е=1 Lh ft=l

(10.9)
Применяя формулы Сохоцкого, видим, что функция ехрГ(г) 
удовлетворяет граничному условию (10.8), так что при 
всех t Ф с

G(t) =  eT(t+) e~T{t ) . (10.10)
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Чтобы знать поведение ехрГ(г) вблизи оточек, запишем 
каждый из интегралов ГА(г) в (10.9) в виде (5.21):

2т
In (z -  ak) + In G(bk)

2m >n { z - b k) +  Qk(z),

где в соответствии с формулами (5.22) и (5.19)

о  / „ \  1 Г u>k(-z '> d -z  I lnG (Ьк)— ln G ( a k )
'2т  J  х — г  2 т  (b k —  a k )

Lk
X

X [bk - a k + (z -  b„) In (z -  bk) - ( z -  ak) ln (z -  ak)}, (10.11)

«>* (0 =  In G (t) -  ln 0  (ak) -  - (t _  aky  (10Л2)
bk ak

Если для удобства расположить все с-точки в некотором 
порядке Ci, с2, ..., с2т и положить

— 1пО(гЧ
2т Ч +  *Р*. (10.13)

то для функций Г (z) и ехрГ(г) получим такие представления
2т

г  (г) =  £  ( ч  + lh)  In (z — ck) + Q (z),
k=\

2m
/ й  =  ^ г)П  { z - c k) k+ih,

*=1

(10.14)

где функция 2 (z) =  2( {z) +  ... +  Qm(z) является однозначной 
и аналитической в области D с разрезами (bh, оо), k = \ , ..., т, 
вдоль некоторых простых непересекающихся между собой 
линий. Из представления (10.14) видно, что в тех точках ск, 
где аА 0, функция ехрГ(,г) имеет нуль или бесконечность, 
порядок которых может быть больше единицы, и тогда 
ехрГ(г) и ех р |—Г(д)] не будут одновременно принадлежать 
классу функций, среди которых ищется решение задачи. 
Поэтому перепишем равенство (10.10) в таком виде

2  т _  2  т

G{t) =  еТ<' > Г1 d  ~  Ч ) ' ке -т > П  (t -  ck) k =  Х+ (t)/X~ (t)
*=i *=i

(10.15)
и подберем целые числа так, чтобы функция

2 т

Х(г) =  еГ(г)П ( * - с * Г *  (10.16)
k = \
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и функция 1/X(z) принадлежали множеству допустимых 
функций. Если на основании формулы (10.14) функцию Х(г) 
записать в такой форме

то сразу видно, что свобода выбора чисел хк в разных точ­
ках ск неодинакова. Следуя Н. И. Мусхелишвили, назовем 
точки ск особенными, если в них <хА есть целое число или 
нуль. Ясно, что для этих точек числа хк можно взять лишь 
такими, чтобы а.к— 4̂  =  0. В неособенных точках хк можно 
выбирать двумя способами: или так, чтобы 0 <  ак— хА< 1, 
если хотим получить решение, ограниченное в окрест­
ности ск, либо так, чтобы — 1 <  ак — х/; <  0, если у решения 
в точке ск допускать бесконечность интегрируемого по­
рядка. Поэтому удобно, по Мусхелишвили, разбить множе­
ство допустимых функций на классы, относя к классу 
liq =  li (ск , ск , . . . ,  ск ) решения, ограниченные в окрест­
ности q указанных неособенных точек и имеющие беско­
нечности порядка меньше единицы в остальных неособен­
ных с-точках. Если выбор чисел хк соответствует одному 
из классов Л , то функция X(z), определенная формулой 
(10.14), будет канонической функцией класса hq.

Очевидно, каноническая функция X(z) нигде в D, кроме, 
может быть, бесконечно удаленной точки, в нуль не обра­
щается; во всех обыкновенных точках линии L граничные 
значения Х(М) и Х(^“ ) также отличны от нуля. На беско­
нечности X(;z) имеет порядок (—х), где

Целое число х, определяемое формулой (10.17), будем 
называть индексом задачи (10.1) класса hq.

Индекс х не зависит от выбора значений функции 
1пО(/), так как если заменить выбранную ветвь In Gj(t) на 
контуре Lj другой ветвью In Gj(t) +  2^ip, где р — некоторое 
целое число, то из формулы (10.13) видно, что в точке 
c h — a j  вместо пк вещественная часть станет равной а.к — р ,  
а в точке с, =  bj вместо а, будет °-t + р, в результате чего 
при вычислении индекса по формуле (10.17) слагаемое хк 
заменится на х4 +  р, а слагаемое х; — на хг — р и вся сумма 
останется неизменной.

Сравним между собой индексы двух классов

п , . 2 т
x < z ) - * “ w n  (* -* * ) (10.16*)

X =  х, +  ... +  x2m. (10.17)
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Второй класс отличается от первого условиями ограничен­
ности решений в дополнительных г неособенных точках 
Cj + Cj . Значит, при построении канонической функ­
ции класса hq+r вместо неравенств

1 <  а* у-* <  0 (k =  у„+1, ..., /',+,)

мы имеем неравенства 0 <  ак — (хй — 1) <  1 (k =  у +1, ..., j i/+r}
и индексом класса hq+r будет х =  х — г. Таким образом, 
требование ограниченности решения в г дополнительных 
неособенных с-точках уменьшает индекс задачи на г единиц, 
так что индекс класса //0 больше индексов всех других клас­
сов, а индекс класса hp, где р — число всех неособенных 
концов линии L, является наименьшим.

Заметим кстати, что число всех классов легко подсчи­
тывается. Класс //0 один; классов /г, == // (cj), очевидно, 
столько, сколько всех неособенных с-точек, то есть р; 
р ( р — 1)/2 классов h., =  /i(Cj, ск) и т. д. Всего получаем

1 +  р +  +  ... +  1 =  2”.

Назвав порядок канонической функции на бесконечно­
сти, взятый со знаком минус, индексом задачи Римана 
в рассматриваемом классе Л , мы добились единообразия 
в терминологии и в случае замкнутых, и в случае разомкну­
тых контуров. Однако надо иметь в виду, что если в слу­
чае замкнутых контуров индекс задачи в указанном здесь 
смысле являлся индексом коэффициента G(t), то в случае 
разомкнутых контуров этого нет.

3°. Общее решение однородной задачи в любом классе // 
отыскивается следующим образом. При помощи канониче­
ской функции Х(г) этого класса краевое условие (10.8) при­
водится к виду

j  ( О )

Х(Н)
Ф ( Н  
-МП ’

t £ L, t =/- с.

Это равенство говорит о том, что функция Ф (z)/X (.?) яв­
ляется аналитической на всей плоскости, кроме, может 
быть, с-точек и бесконечно удаленной точки. Вблизи 
с-точек она может обращаться в бесконечность интегрируе­
мого порядка, так что с-точки могут быть лишь устрани­
мыми особыми точками. На бесконечности эта функция 
имеет порядок п +  х и, следовательно, при /г +  х^> 0 пред­
ставляет полином, а при п +  х <  0 есть нуль тождествен­
ный. Таким образом, при п +  х <  0 однородная задача не
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имеет отличных от нуля решений, а при я +  х>-0 все ре­
шения определяются формулой

Ф(г) =  Х (г )Р в+х(г). (10-18)

Из формулы (10.18) вытекает, что все решения однород­
ной задачи ограничены вблизи всех особенных концов, ибо 
этим свойством, как показывают формула (10.16*) и условие 
ак ~ жк — 0, обладает каноническая функция X(z).

Если решение ограничено в окрестности некоторого 
неособенного конца, оно обязательно обращается в нуль 
на этом конце. Для с-точек, определяющих рассматривае­
мый класс hq, при z  =  c обращается в нуль сама канониче­
ская функция. Если же Ф(.г) ограничено вблизи другой не­
особенной с-точки, в которой Х(д) по построению имеет 
бесконечность, то при этом полином Р (z) необходимо
имеет множитель z  — с, и тогда опять при z =  c имеет 
Ф (z) =  0.

Последнее свойство говорит о том, что принадлежность 
решения Ф(д) классу hq не исключает его принадлежности 
более узким классам hq+r, г >  0, хотя для канонической 
функции класса А это невозможно.

4°. Найдем решения неоднородной задачи класса hq, 
относя к этому классу решения, ограниченные вблизи за­
данных q неособенных с-точек. На поведение решения 
вблизи остальных с-точек, как неособенных, так и особен­
ных, никаких дополнительных условий не накладывается, 
кроме обычного требования интегрируемости.

Схема построения таких решений нам уже знакома. 
Берем каноническую функцию X(z) данного класса hq и на 
основании равенства G (t) =  Х (/+)/Х(Г~) переписываем гра­
ничное условие (10.1) в таком виде

Ф(<+) Ф(<~) g(Q
Х(<+) х (t~) X(i+)

Получили граничное условие вида (10.3), при этом искомая 
функция Ф(г)/Х(г) вблизи с-точек, определяющих класс hq, 
где X(z) обращается в нуль, а Ф(г) по условию ограничена, 
удовлетворяет неравенствам

| Ф (г) М
I X (г) | z — с Г * <  1.

На бесконечности Ф(г)/Х(г) имеет порядок п +  х. Поэтому 
на основании результатов п. 1° этого параграфа получаем

Ф(г) = Х(г) Г g С)
2тй J X (х+)

+  Х ( г ) Р +х(2). (10.19)
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Это и есть общее решение неоднородной задачи данного 
класса hq, состоящее, как обычно, из общего решения 
соответствующей однородной задачи и частного решения 
задачи неоднородной.

Чтобы изучить поведение решения (10.19) в окрестности 
с-точек, надо знать поведение интеграла типа Коши

( 10.20)

в их окрестности. На основании формулы (10.16*) плотность 
этого интеграла можно представить в таком виде

g( 0 
х (f+)

g* (О

П  (<-<*)"* %h+‘?k
*=i

( 10.21)

где функция g (0 =  g ( 0 exp [— 2(Р)] принадлежит на L 
классу Н0. Отсюда следует, что в неособенных с-точках, 
определяющих рассматриваемый класс liq, и в тех особен­
ных, где Р*7̂ 0, плотность g(t) /X (t+) имеет интегрируемую 
степенную особенность. Если к интегралу с такой плот­
ностью по каждому контуру Lk применить формулу (6.36), 
то сразу увидим, что интеграл <р (г) в каждой из этих с-то- 
чек имеет степенную особенность с тем же показателем 
a.k — *k + i$k и, следовательно, решение (10.19) во всех этих 
с-точках ограничено; при этом в отличие от решений одно­
родной задачи решение (10.19), ограниченное в неособенной 
с-точке, вообще говоря, не обращается в нуль в этой точке. 
Остальные с-точки, как видно из представления (10.21), 
особыми точками плотности не являются, причем в неосо­
бенных точках, где — 1 <  aft — хй <  0, плотность обращается 
в нуль, поэтому интеграл <р(г) принимает в этой точке 
вполне определенное конечное значение <р(с) и решение 
(10.19) ведет себя так же, как X(z): оно обращается в этой 
точке в бесконечность порядка меньше 1. В особенных 
с-точках, где pft =  0, плотность (10.21), будучи ограниченной, 
может быть отличной от нуля и тогда у интеграла ср(.г) 
и у решения (10.19) в этой точке может быть логарифмиче­
ская особая точка.

Если отыскивать решения неоднородной задачи класса hq, 
исчезающие на бесконечности, то в формуле 10.19 надо 
положить п =  — 1 и P ^ seO при х <  0. Тогда аналогично 
случаю замкнутых контуров получим следующий результат;
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Т е о р е м а  10.1. При х >  0 неоднородная задача имеет 
в классе hq ровно х исчезающих на бесконечности ли­
нейно-независимых решений, определяемых формулой

Ф(г) =  ( ' —  +  X (г)Рх_ , (г), (10.22)
2га J Х(т+) т — z 

L
где Px_x(z) — произвольный полином степени не выше х — 1, 
равный нулю при х =  0.

При х <  0 решения класса liq, исчезающие на бесконеч­
ности, существуют тогда и только тогда, когда выпол­
нены условия

j  х (-+~) g (т) di =  0, k =  0, 1, . . .  , — х — 1. (10.23)
L

При выполнении этих условий единственное решение за­
дачи дается той же формулой (10.22) при Рх_г =  0.

Как и в случае замкнутых контуров, условиям разреши­
мости (10.23) можно придать другую форму, если привлечь 
однородную союзную задачу

'И*+) =  [О (0 Г 1'Н П - 00.24)

Но чтобы сохранить в данном случае ту же связь между 
решениями двух однородных союзных задач, надо ввести 
понятие союзных классов решений.

Из определения особенных и неособенных концов сле­
дует, что они будут особенными или неособенными одно­
временно для обеих союзных задач. Пусть сх, с2, ..., ср все 
неособенные концы и пусть мы построили каноническую 
функцию X (z) данной однородной задачи (10.8) в одном из 
классов hq, например, в классе hq =  h(cl, с2, ..., cq). Тогда 
функция [Х(г:)]_1 принадлежит, очевидно, классу hp_q =  
=  h (с?4, , . . . ,  ср) и в этом классе обладает всеми свойствами 
канонической функции для задачи (10.24). Классы hq =  
=  h(c i, . . . ,  cq) и hp_q =  // (cq+l, ..., cp), следуя H. И. Mycxe- 
лишвили, будем называть союзными классами.

Индексы союзных задач в союзных классах отличаются 
только знаком и если индекс х исходной задачи в классе liq 
отрицателен, то индекс (— х) задачи (10.24) в соответствую­
щем союзном классе hp_q положителен и задача (10.24) 
в этом классе имеет ровно (— х) линейно-независимых ре­
шений

СЮ = Х(2) ’ k =  0, 1, ... , — X — 1,
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исчезающих на бесконечности. Обращаясь к условиям
(10.23), видим, что их можно переписать в следующей 
форме:

[g ‘('c) 'M T+) =  0> k =  0, 1,..., — х — 1. (10.25)
L

Изложенный метод решения является некоторым видо­
изменением метода Н. И. Мусхелишвили [42] и Н. И. Мус- 
хелишвили и Д. А. Квеселава [43]. В отличие от этих авто­
ров мы используем не локальные формулы (5.17) и (5.18), 
оценивающие интеграл типа Коши в окрестности кон­
цов, а данные нами формулы (5.21), (5.22), при помощи 
которых любой интеграл типа Коши но разомкнутому кон­
туру выражается через такой же интеграл с плотностью, 
обращающейся в нуль на концах; логарифмические функ­
ции, характеризующие поведение исходного интеграла на 
концах, выделены в формуле (5.21) в виде отдельных сла­
гаемых. Ф. Д. Гахов [10; 8, с. 478—482J решает задачу для 
совокупности непересекающихся разомкнутых контуров 
путем приведения к случаю одного замкнутого гладкого 
контура, но разрывных коэффициентов.

5°. Если разомкнутые контуры Lm имеют общие
концы, то метод решения задачи остается тем же самым, 
только при построении канонической функции в представ­
лении (10.14) будем иметь

S 1 п G (с/) *
4- ~  > (10.13 )

где сумма распространяется на все номера j  контуров Lj, 
имеющих общий конец ск, при этом, как и в формуле (10.13), 
верхний знак соответствует случаю, когда Cj является на­
чалом контура Lj, то есть a-точкой, а верхний знак, когда 
Cj есть й-точка.

При наличии у контуров Zb ..., Lm других общих точек 
(а?-точек), отличных от концов, надо считать, как в п. 5° § 9, 
что краевое условие (10.1) выполняется всюду на L, кроме 
а-точек и af-точек, и искать решения класса hq, ограничен­
ные вблизи rf-точек. При отыскании решений можно посту­
пить следующим образом: разбить линию L на совокуп­
ность разомкнутых дуг L'v ..., L'r так, чтобы все а^-точки 
стали концевыми точками. Применяя изложенный метод, 
сразу видим, что если а'-точка не совпадает с одной из 
a-точек, то она будет относиться к числу особенных кон­
цов с fl- =  0, ибо в правую часть формулы (10.13) от каж­
дого гладкого контура L} , проходящего через d, войдут 
одновременно два слагаемых In Gj и — In Gj (d)l‘2'r.i,
отличающиеся только знаком. Значит, решение задачи 
вблизи таких а'-точек будет действительно ограниченным.
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6°. Не представляет труда решение задачи Римана 
и в более общем случае, когда L есть кусочно-гладкая 
линия, состоящая из любого конечного числа замкнутых 
и разомкнутых контуров с конечным числом общих точек. 
Некоторое упрощение при построении канонической функ­
ции может быть в силу следующего обстоятельства.

Если внимательно посмотреть на структуру канониче­
ских функций (9.23) и (10.1G), то легко заметить, что каж­
дую из них можно представить в виде произведения

т
X ( z ) = n x ft(z), (10.26)

k = \

где X* (z) =  (z — tk) %к exp Г\  (z ) или XA (z) =  (z -  ak) k X
X( z  — bk) expiv,. (z) суть канонические функции для каж­
дого отдельного контура Lk =  akbk. Это является прямым 
следствием свойства аддитивности криволинейного интег­
рала.

Значит, в случае гладкой линии Z., состоящей из т 
замкнутых или разомкнутых контуров Lm, можно
построить сначала канонические функции Хд, (г) для каждого 
контура Lk в отдельности, отбросив все остальные, и взять 
произведение (10.26). Легко проверить, что это произведе­
ние действительно обладает всеми свойствами канонической 
функции. При этом при вычислении граничных значений 
Х(г!+) и Х (Г ) надо учитывать, что при t £ Lk

Xjf (/) =  <? ( № ( * ) ,  Х+(0 =  Х7(0  у =f= /г, 
так что Ху(г), j=t=k, на контуре Lk непрерывна и ее гранич­
ное значение в точке t(^Lk получается простой заменой z 
на t. Поэтому имеем

Х± (0 =  х , (/)... Хй_, (/) X,* (t) x k+i( t ) ... Х,„ (t), Lk. (10.27)
Это свойство остается справедливым и для любой ку­

сочно-гладкой линии L. Если эту линию разбить на не­
сколько также кусочно-гладких линий Z,, . . . ,  Lm без общих 
узлов (с-точек и ьОточек), то для получения канонической 
функции X(z) некоторого класса достаточно построить кано­
нические функции Xft(z) соответствующих классов и взять 
их произведение (10.26). Формулы (10.27) для вычисления 
граничных значений X(z) и в этом случае остаются в силе.

При наличии у линий Lk общих узлов с,,.. . ,  ct произве­
дение (10.27) может не удовлетворять наложенным требо­
ваниям вблизи этих узлов. Поэтому для получения кано­
нической функции для L это произведение надо „подпра­
вить", умножив его на рациональную функцию (z — с,)*1... 
...(z — ct) 1 и подобрав целые числа X,,..., \  так, чтобы функция
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(z -  c,)X' ... (z -  c / ' x  (z) 

была канонической.
7°. При постановке задачи Римана для разомкнутых 

непересекающихся контуров мы уже отмечали ее прин­
ципиальное отличие от подобной задачи для замкнутых 
контуров. Если в случае замкнутых контуров граничное 
условие связывает предельные значения разных функций, 
аналитических в областях, имеющих общий участок гра­
ницы, то в случае разомкнутых контуров искомая функция 
одна и заданное граничное условие связывает ее предель­
ные значения в разных граничных точках t+ и t~, распо­
ложенных друг против друга на разных берегах разрезов 
вдоль заданных контуров Z.,,..., Lm. Граничное условие 
(10.1) говорит о том, что искомая функция Ф (z) в плоскости 
с разрезами вдоль Lm должна быть однозначной
ветвью некоторой многозначной функции, для которой 
с-точки являются точками ветвления, и все многообразие 
классов допустимых функций зависит от условий, налагае­
мых на Ф (z) вблизи этих точек.

Указанное различие подчеркивается иногда следующей 
терминологией. Если граничное условие связывает предель­
ные значения функций, аналитических в различных обла­
стях, задача называется двусторонней или задачей сопря­
жения. При наличии одной области граничная задача на­
зывается односторонней.

Односторонний характер задачи Римана для разомкнутых 
непересекающихся контуров становится еще более отчет­
ливым, если отобразить конформно и однолистно плоскость 
с разрезами Lu ..., Lm на одну из канонических областей, 
например, на круговую /ц-связную область, и посмотреть, 
какая граничная задача получается при этом для преобра­
зованной функции.

Сначала для простоты рассмотрим случай, когда об­
ласть D есть плоскость с одним разрезом вдоль гладкого 
контура L =  ab. В силу односвязности область D можно 
отобразить конформно на внутренность (или внешность) 
единичного круга D* так, чтобы точка z =  oo перешла 
в заданную точку, например, в те> =  0 (или в ш =  оо). Так 
как в нашем случае граница dD не содержит бесконечных 
ветвей, то на основании теоремы о соответствии границ 
[35, с. 107] отображающая функция w = f ( z )  непрерывна на 
d D = L +\]L~ и граничная функция С= f ( t ) равная f ( t +) на 
Z+ и / ( О  на L~, осуществляет взаимно однозначное соот­
ветствие между dD и dD . Конформность отображения на­
рушается, очевидно, лишь в с-точках границы dD. Углы 
с вершинами в этих точках уменьшается в два раза. Значит,
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f{z)  является однозначной ветвью некоторой многозначной 
функции F(z) с точками ветвления в с-точках и для ее 
граничных значений С =  f ( t +) и С[ =  / ( / “ ) в силу взаимно 
однозначного соответствия между dD и dD имеют место 
соотношения С,=а(С) и С =  а(С,), или что все равно

/ ( Г )  =  а [/(/+)], f ( t +) =  а [ / ( /—)], (10.28)
где функция а осуществляет непрерывный переход от одной 
ветви F(z) к другой при обходе любой из с-точек. Оче­
видно, а определена всюду на dD и совпадает со своей 
обратной:

а[а(;)]=С. (10.29)

Когда (. обойдет dD* в положительном направлении один 
раз, точка С1=а(С) опишет dD тоже один раз, но в отри­
цательном направлении. Это является следствием того, что 
точки t+ и t~ движутся но dD одновременно обязательно 
в противоположных направлениях. Точки Cf , являющиеся 
образами с-точек, будут для а (С) неподвижными точками, 
ибо в с-точках f ( c +) =  f(c~) = f ( c )  =  Сс и из соотношения 
(10.28) получаем Cf =  a(Cr).

Из теории конформных отображений известно, что при 
требованиях, наложенных нами на контур L, непрерывной 
по Гёльдеру является не только граничная функция С =  f(t), 
но и обратная к ней функция  ̂=  0 (С), а граничные значе­
ния производных f ' ( t )  и 0 '(С) существуют, отличны от нуля 
и удовлетворяют условию / /  всюду на dD и dD* соответ­
ственно, кроме с-точек и точек Значит, в силу соотно­
шения (10.28) функция а (С) также имеет производную а'(С), 
удовлетворяющую условию Н  всюду на dD , включая 
точки Сг , причем

«'(<У =  Н т  - = - 1 .

Возьмем теперь функцию z =  0(w), обратную к w = f ( z ) ,  
и учитывая, что /+ =  0(С) и =  0 (С,), подставим эти значе­
ния в краевое условие (10.1 )

Ф [0 (С,)] =  G [0 (С)] Ф [О (С)] +  g [0 (С)]. (10.30)

Если в D ввести функцию
Ф(®) =  ф[0(то)] (10.31)

и для краткости положить G0(C)= О [О (С)], g"0(C) =  g[0 (С)], 
то равенство (10.30) примет такой вид

Ф М 9] =  0 о(сж<:) +  *о(С), (Ю.32)
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а из соотношений (10.2) получим
Go (С) G0 [а (С)] =  1, g0 (С) +  G0 (С) [а (С)] =  0. (10.33)

Для преобразованной функции (10.31) получили следующую 
задачу:

В области D найти функцию 6 (w ), аналитическую 
всюду, кроме, может быть, точки w =  0 (или w =  co), где 
она должна иметь заданный порядок п, по граничному 
условию (10.32), связывающему предельные значения иско­
мой функции в разных точках границы, С и а (С), если (функ­
ция а (С), удовлетворяющая условию (10.29), осуществляет 
гомеоморфизм границы дП на себя с изменением направ­
ления обхода.

Подобная же задача получается и в случае //г-связной 
области D. Если взять единственную функцию w = f ( z ) ,  
конформно отображающую D на п -связную круговую об­
ласть D*, содержащую точку w =  оо, и имеющую в окрест­
ности разложение f ( z )  =  z  +  A xz~x +  ..., то она будет одно­
значной ветвью функции F(z) с 2т точками ветвления 
в с-точках. Возникающая таким путем связь между гранич­
ными значениями f ( t+) и f(t~) на каждом из контуров 
Lk =  akbk, порождает на дГ) гомеоморфизм в себя, при ко­
тором каждая окружность Lk , являющаяся образом раз­
реза Lk, переводится в себя с изменением направления об­
хода некоторой функцией аДС), совпадающей со своей 
обратной. Поэтому для функции (10.31) и в этом случае на 
dD* получим краевое условие вида (10.32), где а(С) =  аДС), 
С (;£*. Тот же вид (10.33) будут иметь необходимые усло­
вия разрешимости задачи (10.32).

Полученная нами задача с краевым условием (10.32) вне 
всякой связи с задачей Римана была впервые сформулиро­
вана в 1932 году на Цюрихском международном матема­
тическом конгрессе Т. Карлеманом и подробно исследована 
в случае односвязной области Д. А. Квеселава [29] в числе 
других задач со сдвигом (сдвигом называют гомеомор­
физм а (С)). Можно показать, что задача Карлемана на осно­
вании результатов Д. А. Квеселава может быть приведена 
к задаче Римана для разомкнутых контуров, и таким путем 
установить конформную эквивалентность этих задач. Дока­
зательство в случае одного контура имеется в работе 
[83, с. 36], а в случае нескольких контуров — в работе [73].

§ 11. ЗАДАЧА С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

У коэффициентов G(t) и g(t) мы допускаем здесь только 
разрывы первого рода в конечном числе точек tu t2, ..., tm 
линии L, а линию L для простоты считаем замкнутым или
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разомкнутым кусочно-гладким контуром, не имеющим 
угловых точек, отличных от точек tu ..., tm.

Контур L можно рассматривать как объединение конеч­
ного числа разомкнутых гладких дуг tktk + Каждая точка tk 
является концом одной из этих дуг и началом другой. 
Поэтому задачу Римана с разрывными коэффициентами можно 
рассматривать как один из частных случаев задачи, рас­
смотренной в предыдущем параграфе.

Именно таким путем удобно получить решение задачи 
с разрывными коэффициентами в случае разомкнутого кон­
тура L =  ab. Если начало контура обозначить через с0, 
точки tk в порядке их следования друг за другом через 
с , , . . . ,  ст и конец контура через ст+1, то L будет объедине­
нием т +  1 гладких дуг Lk =  ckck+u k — 0, 1,..., т. Кано­
ническая функция некоторого класса Л , например, hq — 
— h (с0, с , , . . . ,  с ,), па основании изложенного в пунктах 2° 
и 5° предыдущего параграфа может быть записана в сле­
дующих двух формах

Г (г)
X(z) =  e П  (~ -  ck)

*=о
,а (г)

т +1
П  (*
к—О

■с к)
'k~xk+®k

где

Г ( г ) = ~ZT.I
In G (^)
т — г

dz;

о
ш

“> - М а - * +Е
In G (с^-м — 0) — In G (ck +  0)

2w (cft+i — X
L k=0

X {Ck+l - c k + ( z ~  ch+l) In (z -  ck+l) -  (z -  ck) In (z -  ck)}, 
Ш (t) =  tok (t) =  In G (t) — In G (ck +  0) —

In G (c*+ i — 0) — In G (сц. +  0) , ,  v t C r r
V ckh П

ao +  ‘ $0 —

cfe+i ck

k =  0, 1, ..., tn\ 
In G (n)

2r.i ’ am +1 “b tfm + l
In G(b)

2~i

_ , ;g In G (<*---0) — In G (<* +  0) A_ i  оOCl -f- /p,. — , - 1, X ••• ,2яг
целые числа подобраны так, что

0 < а /; — хА< 1 ,  /г =  0, 1, .. . ,  <7 — 1, 

1 Яд, 0, k =  .., ,  /? If
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при условии, что неособенными являются первые р точек ск.
Когда контур L замкнут, каноническая функция, как 

и любое другое решение задачи Римана, будет представлять 
собой две различные функции, одна из которых определена 
внутри L, а другая вне. Чтобы получить удобное представ­
ление этих функций, проще всего построить их тем же 
методом, каким была построена каноническая функция для 
совокупности замкнутых контуров.

Фиксируем некоторую ветвь In О(Л. Это разрывная
в точках tm функция. Пусть лк +  фк =  — In ) ! .

2щ G (tk -Ь 0)
На основании свойств интегралов типа Коши при всех 
t i= tk имеем

1пО (о  =  г + ( о - г - ( о ,  (П .1)

0ik —  x *  =  0 ,  k  =  p ,  . . . ,  rtl +  l ,

где

Г (z) =  Г, (z) +

S  ( “ л +  lh ) l n  (z — ^ ) ,
k=\
m

£  К  +  ip*) In ( j ^ y  z £ D - , z ^ D \  (11.2)
k=\

если через Г, (г) обозначить интеграл типа Коши с непре­

рывной на L плотностью In О, (t) =  ln G (t) — £<p*(0- Из (11.1)
*=i

следует, что функция expT(z) удовлетворяет однородному 
краевому условию, так как при всех t =/- tk

G(t) =  e
г+ (О - г -  (/)

е (11.3)

В силу формул (11.2)

/<*> =

г. <*>A  *k+i?k
П <*-'*> • z £ D +,
*=1
т , . .чк+Ф к
п с : : : )  •
*=i

z £ D ~ ,

тех точках tk. где ak
ехрГ(г) имеет нуль или бесконечность, порядок которых 
может быть больше единицы и потому ехрГ (z ) и ехр [— Г (z)\
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не могут одновременно принадлежать классу функций, 
имеющих во всех точках trn особенности интегрируе­
мого порядка. Поэтому перепишем равенство (11.3) в таком 
виде

, т  _ . . х  т
G (t) =  ег (/) П  (* ~  tk) k е~Т~{>) П  V -  tk) k =  Х+ (/)/Х- (/),

ft=i k=i
подбирая целые числа так, чтобы функция

ТП
Х(г) =  ег(г) П  (* - /* ) '* *  =

*=i
II* . .г.

« '■ " П (П.4)
*=1

(г -  ,г0) е
ш

n ( B f )k=\

'•к V
, z£ D ~ ,

и 1/Х(г) принадлежали множеству допустимых функций. 
Если среди точек tu ..., tm неособенными являются ^ , ..., 
р K m ,  и нас интересует каноническая функция класса 
hq =  h {tu ... , tq), q К  p, то числа надо выбрать так, чтобы 
выполнялись условия

О <  о.к — xk <  1, k = \ , 2 , . . . , q ,
— \< а .к — **<0, ^ =  <7 +  1, ..., р, (11.5)

а* — ** = О, А =  /? +  1, . . . ,  т.
Порядок X (z) в бесконечно удаленной точке, взятый со 
знаком минус, равный х =  х, +  . . .+  хт , будет индексом 
задачи в рассматриваемом классе hq.

Общее решение однородной и неоднородной задачи 
класса hq находится при помощи тех же рассуждений, как 
и в случае разомкнутых контуров, и записывается в виде 
тех же формул.

Если свободный член g(t) имеет разрывы в точках, от­
личных от точек разрыва коэффициента G{t), то метод 
решения задачи остается тем же самым и решение полу­
чится в той же форме, но оно в этих точках будет иметь 
логарифмические особые точки.

§ 12. ОСОБЫЙ СЛУЧАЙ ЗАДАЧИ РИМАНА

До сих пор мы рассматривали задачу Римана с ограни­
ченным, нигде не обращающимся в нуль коэффициентом 
G{t). Оба требования были существенными, ибо при по­
строении канонической функции приходилось фиксировать
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вполне определенную ветвь In G{t). Здесь мы откажемся 
от этих ограничений и рассмотрим задачу с коэффициентом 
такого вида

G(0 = G (/) п
*=i

( 12. 1)

где RevA=̂ =0, а функция G (t) на L ограничена и всюду 
отлична от нуля. В тех точках tk(^L, где Revft> 0 ,  G(t) 
обращается в нуль, а в тех, где RevA< 0 ,  G(t) обращается 
в бесконечность.

Для простоты будем предполагать, что L состоит из 
одного замкнутого гладкого контура. У свободного члена 
g(t) в точках также будем допускать особенности.

1°. Рассмотрим сначала частный случай задачи
Ф+ (/)-<!>-(/) =  £(/), Ф (оо) =  0, (12.2)

когда
т

g V)=g, ( t )b( t ) , «(о- п а - Ф , (i2.3)
fc=i

nk — целые положительные числа, g (t) £ И  и g (tk) =̂= 0, 
m. Краевое условие (12.2) считаем заданным 

при t=htk.
Полагая

г . ( 0  =  Ф+ ( 0 - Г ( 0 .  Ф(г) =  -^г  (12.4)* 2т J X — г
L

переписываем краевое условие (12.2) в таком виде

ф+(0 - 2̂ -  =  ф- ( 0 -  w (t)
4~(0 
“ (О

Отсюда следует, что функция Ф (г) — ф (z)/w (z) является 
однозначной аналитической функцией в расширенной плос­
кости, исключая точки ..., tm, в которых она имеет 
полюсы порядков не выше пи ..., пт соответственно; на 
бесконечности эта функция обращается в нуль. Значит, 
это есть рациональная функция вида j

т "к л*/
(2 — Ь:) 1

Qп— 1 (2) 
“  ( 2 )

, п =  « , + . . . +  пт,
k=\ у=1

и все решения задачи (12.2) определяются формулой
ф ( « )  =  № ( г )  —  Q „_ I  (г)]/ш (г ) .  (12 .5 )
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Легко видеть, что каждое из п полученных линейно­
независимых исчезающих на бесконечности решений имеет 
граничные значения Ф+ (/) и Ф“ (/) с неинтегрируемыми осо­
бенностями во всех точках tk того же порядка, что и функ­
ция g(t).

Когда гельдеровой является не только функция g (t), 
но и ее производные до некоторого порядка п включи­
тельно, произволом коэффициентов многочлена Qn_x(z) 
можно распорядиться так, чтобы Ф* (t) или Ф_ (t) хотя бы 
в некоторых точках tk были ограниченными. Так, в случае, 
когда п есть наибольшее нз чисел /г,,..., пт, среди реше­
ний (12.5) можно искать такое, чтобы во всех точках tk 
у него было ограниченным или Ф+ (/), или Ф_ (t). Для этого 
многочлен Qn_i (г) должен удовлетворять, соответственно,, 
условиям

Ql- 1 (Д) =  'У'г0) (Д), j  =  0, 1, . . . ,  пк — 1; /г =  1, . . . ,  т, 
или же условиям

(3«-1(Д) =  '>_(у)(Д), j  =  0, 1, . . . ,  пк — 1; k =  1, . . . ,  т.
Можно добиваться ограниченности ‘1>+ (/) в точках Д ,..., t 
например, и ограниченности Ф~(/) в остальных q =  m — p 
точках Д+1, .,,, tm, налагая па Q„_, (z) условия

f)U) Ч" 1(Д)
ф+(у) (/*), /  =  0, 1, . . . ,  пк — 1; /г =  1, . . . ,  р, 
^_(;)(Д), j  =  о, 1, . . . ,  Пк — 1; /с =  /7+ 1, ..., т.

( 12.6)

Во всех трех случаях все коэффициенты многочлена Qn_{ (г) 
определятся единственным образом и (z) будет интер­
поляционным многочленом для аналитических функций 
б ( г ) ,  z £ D \  н ф (.гг), z £ D ~ ,  в первых двух случаях и для 
кусочно-голоморфной функции ф ( г )  в последнем случае. 
Решений, у которых Ф+ (t) и Ф_ (Д одновременно ограни­
чены во всех точках Д, задача (12.2) не имеет.

Для удобства решение задачи (12.2), удовлетворяющее 
условиям (12.6), будем называть принадлежащим классу 
hpq (р  +  q =  т, /7 =  0, 1,..., т). Из изложенного следует, 
что если giJ,*) задача (12.2) имеет единственное ис­
чезающее на бесконечности решение, принадлежащее лю­
бому классу Л

Чтобы получить все решения задачи (12.2) класса kpq 
порядка •/. ^+0 на бесконечности, надо к исчезающему на 
бесконечности решению (12.5) этого класса добавить сла­
гаемое в виде произвольного полинома Px(z).

Когда в краевом условии (12.2) показатель +  степенной 
неинтегрируемой особенности у скачка g(t) в точке tk не 
является целым числом, можно по-прежнему представить

119’



в виде (12.3), где пк =  En(Revft), а функция g^(t) в точ­
ках tk имеет особенности интегрируемого порядка, и, по­
вторяя почти дословно изложенную выше схему рассужде­
ний, получить исчезающие на бесконечности решения в виде 
той же формулы (12.5). Учитывая поведение интеграла типа 
Коши ф (z) в окрестности особых точек tk степенного типа, за­
ключаем, что предельные значения Ф+ (t) и Ф_ (t) всех этих ре­
шений в точках tk имеют неинтегрируемые особенности того 
же типа, что и g{t). Подбором коэффициентов многочлена 
Qn_i (z) добиться интегрируемости Ф+ (t) в некоторых р 
точках tk и интегрируемости Ф~ (t) в остальных q =  m — р 
точках в данном случае, очевидно, невозможно. Можно 
указать лишь случай, когда можно построить частное ре­
шение задачи (12.2), состоящее из двух слагаемых: одно из 
них представляет функцию класса hpq, а второе — элемен­
тарную функцию с неинтегрируемыми особенностями того же 
типа, как у g{t). Это тот случай, когда интеграл ф(2) запи­
сывается в виде элементарной функции, характеризующей 
все его интегрируемые особенности, и интеграла типа Коши 
ф! (z) плотность которого имеет непрерывную по Гёльдеру 
производную порядка п . В качестве Qn_\ (г) в этом случае 
берется интерполяционный многочлен функции ф[ (z).

2°. Рассмотрим однородную задачу, когда ее коэффи­
циент имеет вид (12.1). При нецелых vk под {t — tk) k будем 
понимать предельные значения из D + одной из однознач­
ных ветвей функции (z — tk) k =  exp [vftln {z — t^\, на кото­
рые она распадается в плоскости с разрезом (tk, оо) вдоль 
некоторой простой кусочно-гладкой кривой, целиком лежа­
щей в D~. Будем считать, что G ^(t)^ / i  на каждой замкну­
той дуге tktk+x, что точки tk являются для G^(t) точками 
разрыва первого рода и что G {t) Ф 0 всюду на L, в том 
числе Gt (tk ±  0) =/= 0.

Так как ветви In (t — tk) k у нас уже фиксированы, то 
выбором определенных значений lnG^G) на дугах tktk+l м а  
фиксируем вполне определенную ветвь многозначной функ­
ции In G(t). Тогда при всех t =£ tk будем иметь

In G(t) =  T+(t) -  Г - (t), (12.7)

■где

L L
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In (* — fft)
m

т
dz. 

z

Г (z) можно записать в более удобной для дальнейшего* 
форме. Для этого учтем, что

1 Г 1п(т — tk)
2 та J х — г 

L

dx =  {ln(z —<*), z££>+, 
1 0  , г £ / Г , ( 12.8)

а интеграл с разрывной плотностью In £?(*), ЛА=  In G (tk—0) — 
— InG (<ft +  0), по формулам (6.5) выразим через интеграл 
Г, (z ) с непрерывной плотностью

т
1пО1(/) =  1пОв( 0 -  2ф *(0- (12.9)

k=l
Получим

r(z )  =  r ,(z )  +
S ( i t +v0 ln (z ~ ^ D+> 
*=1

k=\

^к j j-j £__
2jc* 2 — 20

( 12.10):

, z £ D  , z0£ D +.

Возьмем теперь произведение

Х ( 2 ) =  / (г> П  < * - * * ) * -
k=l

k=\
т

(z -  z 0) - x/■ U) П  ( ^ )  k , z £ D - ,
k=\

( 12. 11)

где *!,..., xm — некоторые целые числа, x =  * ,+  ... +  y.m и ■f1 =  
=  Aft/2iri —xA. Числа x ,, ..., xm надо подобрать так, чтобы X(z) и 
1 /X(z) одновременно принадлежали множеству допустимых 
в качестве решений функций. Так как X(z) имеет разные 
представления в областях D + и D~ и разность z — tk входит 
в них в разных степенях, то здесь в отличие от случая, 
когда все vft =  0, подбором yk не всегда можно добиться 
даже одновременной интегрируемости Х+ (t) и X-  (t). Так,
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если *k подобрать так, чтобы Х+ (t) и 1/Х+ (7) были интегри­
руемыми, то есть так, чтобы для всех tk имели бы 
— 1 <  Re(vft +  -{k) <  1, то при этом R e^  могут быть отрица­
тельными и по модулю больше единицы, так что X-  (t) не 
будет интегрируемой. Если одновременно для всех tk ока­
жутся выполненными условия —1< Re(v*+  ?А) <1 и Re-(ft> 0 ,  
обеспечивающие интегрируемость Х+ (t) и Х~(/), неинтег- 
рируемой может оказаться функция 1/Х~(^). Поэтому здесь 
опять целесообразно расширить множество допустимых 
функций и отыскивать решения однородной задачи в классе 
кусочно-голоморфных функций Ф(;г), имеющих на беско­
нечности конечный порядок и непрерывно продолжимых 
на L всюду, кроме точек tk, в которых одно из граничных 
значений Ф+ (t) или Ф~ (/) может обращаться в бесконеч­
ность неинтегрируемого порядка. Это множество допусти­
мых функций удобно разбить на классы, относя к классу 
А р +  q =  т, те функции Ф(д), у которых в р К т  фикси­
рованных точках tk могут иметь интегрируемые бесконеч­
ности лишь Ф+ (t) и 1/Ф+ (t), а в остальных q =  m — p точ­
ках tk должны быть интегрируемыми Ф~ (/) и 1/Ф_ (̂ ). 
Очевидно, что Ф+ (t) может обращаться в бесконечность 
неинтегрируемого порядка в тех точках tk, в которых для 
Ф_ (t) выполнены условия интегрируемости, и наоборот.

Это разбиение на классы аналогично классификации 
Н. И. Мусхелишвили при наличии у коэффициента G(t) 
в точках tk только разрывов первого рода.

Допустим, что в формулах (12.11) числа хА подобраны 
так, чтобы Х(г) принадлежала следующему классу hpq:

Такую функцию X(z) будем называть канонической функ­
цией однородной задачи в рассматриваемом классе hpq, 
а ее порядок на бесконечности со знаком минус, то есть 
х =  *! +  ... + хЯ1, индексом задачи в классе lipq. На основании 
соотношений (12.7) и (12.11) при всех t=j=-tk имеем

При известной канонической функции общее решение 
однородной задачи класса lipq находится без всяких затруд­
нений. На основании равенства (12.13) краевое условие при­
водится к виду Ф+ (0/X+ (t) =  Ф“ {t)/X~ (t), откуда следует, 
что отношение Ф(г)/Х(г) будет аналитическим всюду, кроме, 
разве, точек tk и бесконечно удаленной точки. Но из-за

О <  Re (vft +  7А) <  1, k =  1, 2 ,. . . ,  s;
— 1 <С Re (yk +  yp) <C 0, k — s +  1,..., p\ 

0 <  Re t* <  1, k =  p  +  1,..., r;
— 1 <  Re y* <  0, A =  r +  1,..., m.

( 12. 12)

G (t) =  X+ (t)/X~ (/). (12.13)
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принадлежности Ф (z) и X (z) к одному и тому же классу hpq 
точки tk для Ф(г)/Х(г) могут быть лишь устранимыми осо­
быми точками, а бесконечно удаленная точка — полюсом. 
Поэтому имеем Ф (z) — X (z) P(z), где степень многочлена 
P(z) равна разности порядков Ф(г) и X(z) на бесконечности.

3°. При отыскании решений неоднородной задачи, при­
надлежащих некоторому классу Л и исчезающему на бес­
конечности, остановимся подробно на одном случае, когда 
в представлении (12.1) числа чк — пк являются целыми, 
а функция G (t )£ H  всюду на L. В этом случае любую 
ветвь InG (t) можно считать разрывной с разрывом первого 
рода лишь в какой-то одной точке и

Д0 — In G' (/0 — 0) — In G" (tQ +  0) =  2~ш0,

где п0 целое число, равное индексу G{t). Соотношения
(12.10) и (12.9) примут такой вид

I т
| Ц nk\n(z — tk), z £ D +,

Г {z) =  Г, (z) +  { *=0
«оIn - — - ,  z £ D ~ , z ^ D \

Z Zq

In G, (t) =  In Gt (t) — « 0 In (t — z0);

вместо условий (12.12) имеем v.k =  nk, k =  0, 1, . . . ,  p, xk =  0, 
k =  p +  1, . . . ,  т и канонической функцией класса hpq будет 
функция

X(z, _ / « n
ft=0

г. (г) П  ( z - ф  , Z £ D +,
к=р\-1

А—1

(12.14)

где х =  п0 +  я, +  ... +  пр. Пусть для определенности tik <  0 
при k =  р +  1, ..., г (г <  т) и пк >  0 при k =  г +  1, . . . ,  т. 
Используя (12.14), вычислим Х+ {t) и Х“ (t) и с учетом 
равенства (12.13) перепишем граничное условие в виде

Ф+ (0 _  Ф~ (0 =  g (0
х+ (<) х -  (0 х+ (0

(12.15)
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Если g{t)£H ,  то скачок g(t)/X+(t) можно записать 
в форме (-12.3)

g(t) g.(0  
х+ (t) м (/) ’ w(t) =

т "ft
П

*=г + 1

и, построив общее решение задачи (12.15) порядка не 
выше у — 1 на бесконечности, получим

Ф (г) =  X (z) { i (г) м g" ~'(г) +  А - 1  (г)} , (12.16)

где ф(г) есть интеграл (12.4), а п =  я,+1 +  ... +  пт. Формула 
(12.16) определяет все исчезающие на бесконечности реше­
ния неоднородной задачи. Классу hpq эти решения будут 
принадлежать лишь в том случае, если Ф_ (г“) будет огра­
ниченной в точках tr+x, . . . , tm, что сразу видно из формул 
(12.14) и (12.16). Это будет иметь место, если полином 
Q„_i(2) будет интерполяционным для ф(г), z£ D ~ .  При до­
полнительном условии, что g (t) имеет производную по­
рядка п , удовлетворяющую условию Я, где — наиболь­
шее из чисел nr+i, . . . ,  пт, мы этот полином построим, 
и тогда при у. >  0 задача будет иметь ровно х линейно­
независимых решений класса hpq, исчезающих на бесконеч­
ности.

При у < 0  в формуле (12.16) надо положить Рх_,(,г) =  0 и, 
разложив исчезающий на бесконечности множитель при 
X(z) в ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной 
точки, приравнять к нулю первые (—у) коэффициентов 
этого разложения. Это дает (—у) дополнительных условий, 
которым должна удовлетворять функция g%{t), чтобы обес- 
лечить существование единственного решения задачи в рас­
сматриваемом классе hpq.

Наличие бесконечностей целого порядка у свободного 
члена в точках tk или иных точках контура схемы исследо­
вания задачи не меняет.

4°. Когда в представлении (12.1) числа не являются 
целыми или когда функция G^(t) в точках tk имеет раз­
рывы первого рода, а также в общем случае, когда и то 
и другое имеет место, все исчезающие на бесконечности 
решения задачи отыскиваются тем же методом: при по­
мощи канонической функции любого класса hpq задача 
сводится к отысканию всех решений задачи (12.15; порядка 
не выше у — 1 на бесконечности. Таким путем получается 
формула (12.16), содержащая все искомые решения. В нее 
входит у +  п произвольных параметров, где у — индекс
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задачи некоторого класса hpq, а п есть сумма тех 
En [Re (\+T*)L k =  p + \ , ..., т, которые являются положитель­
ными. Если положительных среди этих чисел нет и п — О, 
задача имеет ровно х линейно-независимых решений 
класса lipq. При наличии положительных среди чисел 
En [Re (vft +  k =  p +  1,..., tti у Ф-  (t) в соответствующих 
точках tk будет особенность неинтегрируемого порядка. 
Обеспечить интегрируемость подбором коэффициентов поли­
нома Q„_! (z) в данном случае нельзя, ибо интеграл ф(г) 
в этих точках имеет особенности. Значит, в данном случае 
задача не имеет решений в рассматриваемом классе Л даже 
при положительном индексе.

5°. Впервые задача Римана с коэффициентами, обращаю­
щимися в нуль и в бесконечность в конечном числе точек 
контура, исследовалась Ф. Д. Гаховым [10]. Решения 
отыскивались в классе кусочно-аналитических функций, 
граничные значения которых в исключительных точках 
могли иметь лишь интегрируемые особенности. Чтобы обес­
печить разрешимость задачи в этом классе функций, коэф­
фициенты g(t) и Gt (t) предполагались гельдеровыми и диф­
ференцируемыми в окрестности точек tk достаточное число раз.

Продолжением и углублением этих исследований яв­
ляется работа Л. А. Чикина [89]. Здесь класс искомых 
функций расширяется: в исключительных точках допускаются 
бесконечности неинтегрируемого порядка, что приводит 
к необходимости использовать при решении обобщенные 
интегралы типа Коши с плотностями, имеющими в некото­
рых исключительных точках неинтегрируемые особенности. 
Смысл этим расходящимся интегралам придавался на осно­
вании понятия интеграла в смысле Адамара [7]. Позднее 
В. С. Рогожин [53] включил результаты Л. А. Чикина 
в единую теорию краевых задач в пространстве обобщен­
ных аналитических функций.

Основу построений Л. А. Чикина составляет переход 
к так называемой „приведенной задаче11. Это обычная за­
дача Римана с гельдеровым необращающимся в нуль коэф­
фициентом G0(t), но не для исходного контура L, а для 
контура Z.Q, не проходящего через исключительные точки 
и отличающегося от L дугами окружностей с центрами 
в точках tk, включающими эти точки в D + или в D~ в зави­
симости от класса допустимых решений. G ^ )  вводится на L0 
так, чтобы решения исходной задачи получались из решений 
„приведенной задачи11 предельным переходом при L0—*L.

На наш взгляд, у Л. А. Чикина нет строгого обоснова­
ния законности подобного предельного перехода, и потому 
мы изложили здесь другой метод решения, не требующий 
перехода к „приведенной задаче“ и привлечения понятия 
интеграла в смысле Адамара [75].
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§ 13. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ СИНГУЛЯРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ
УРАВНЕНИЕ

Краевая задача Римана в настоящее время применяется 
при решении многих прикладных и теоретических задач. 
Со многими из них можно подробно ознакомиться по моно­
графиям Н. И. Мусхелишвили [41] и Ф. Д. Гахова [8]. 
В частности, в этих монографиях хорошо показана важная 
роль задачи Римана в построении теории сингулярных ин­
тегральных уравнений. Так называют интегральные урав­
нения вида

а (О У (0  +  —  \ К (t' 9 (*) dz =  г (0, (13.1)
71/ ,) Т --  Г

L

< где интеграл понимается в смысле главного значения. Неко­
торые из этих уравнений приведением к задаче Римана 
решаются в замкнутой форме. Таковым является уравнение

я ( 0? (0  +  —  Г JEirL d - = c  (t), (13.2)
711 ,1 Т --  t

L

называемое характеристическим. Предполагая линию L 
гладкой, а заданные на ней функции а (/), b(t) и с (t) при­
надлежащими классу Н0, мы установим сначала эквивалент­
ность между уравнением (13.2) и некоторой задачей Римана, 
а затем найдем общее решение этого уравнения в классе 
функций, удовлетворяющих условию Н  всюду на L, кроме, 
может быть, концевых точек, в которых будем допускать 
обращение в бесконечность интегрируемого порядка.

1°. Примем искомое решение характеристического урав­
нения (13.2) за плотность интеграла типа Коши

Ф (z) =  —L  f- l i lL d * .  (13.3)
2 я/ J  т — z 

L

Для него во всех точках линии L , отличных от концов, 
имеют место формулы Сохоцкого

т (0 =  Ф+ (0 — <т>- (0, (13.4)

_L Г _ 1 (± £/х =  ф + (/) +  ф - ( о , (13.5)
тч J т — t 

L

на основании которых уравнение (13.2) можно записать 
в таком виде

[a (t) +  b (/)] Ф+ (/) -  [а (0 -  Ъ (01 Ф“ (0 =  с (0- (13.6)
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Значит, вспомогательная функция Ф (г), удовлетворяющая 
условию Ф(оо) =  0, должна быть решением задачи Римана
(13.6), исчезающим на бесконечности.

Обратно, если функция <1 >(z) есть некоторое исчезающее 
на бесконечности решение задачи Римана (13.6), принад­
лежащее вполне определенному классу hq при наличии 
в составе L разомкнутых контуров, то по первой из формул 
Сохоцкого мы вычислим функцию <р (t) =  Ф+ (t) — Ф“ (t) во 
всех точках t ^ L ,  отличных от концевых. Но это означает, 
что функция Ф (z) является решением задачи о скачке, 
исчезающим на бесконечности, и потому единственным 
образом представима в виде интеграла типа Коши вида 
(13.3), для которого, наряду с формулой (13.4), справедлива 
и вторая формула Сохоцкого (13.5). Выразив Ф+ (t) и Ф~ (t) 
через ср(/) и главное значение интеграла, подставим их 
в краевое условие (13.6) и убедимся, что функция <р(/) 
является решением уравнения (13.2).

Очевидно, интеграл типа Коши равен тождественно нулю 
вне линии интегрирования тогда и только тогда, когда его 
плотность есть нуль тождественный. Поэтому линейно- 
независимым решениям задачи (13.6) соответствуют линейно­
независимые решения уравнения (13.2), и наоборот.

Нами доказана, таким образом,
Т е о р е м а  13.1. Характеристическое сингулярное урав­

нение (13.2) и краевая задача Римана (13.6) эквивалентны 
между собой в том смысле, что каждому решению урав­
нения (13.2) соответствует по формуле (13.3) исчезающее 
на бесконечности решение задачи (13.6) того же класса hq и , 
обратно, каждому исчезающему на бесконечности реше­
нию задачи (13.6) класса h(/ формула (13.4) ставит в соот­
ветствие решение уравнения (13.2) того же класса. При 
этом линейно-независимым решениям уравнения соответ­
ствуют линейно-независимые решения краевой задачи, 
и наоборот.

2°. Из теоремы 13.1 сразу следует и метод решения 
характеристического уравнения: для этого надо найти об­
щее решение краевой задачи (13.6) некоторого класса hq, 
исчезающее на бесконечности, и по формуле (13.4) вычис­
лить общее решение уравнения того же класса.

Для простоты мы ограничимся рассмотрением нормаль­
ного (не исключительного) случая, когда функции

a(t) + b(t), a(t) — b (t) (13.7)
не обращаются в нуль нигде на L. Это значит, что крае­
вое условие (13.6) можно переписать в обычной для нас 
форме

Ф+ (t) =  .£ ( 0  — (/ ) , ____c jt)____
U  а ( 0 +  Ь ( 0 а ( 0 +  Ъ ( 0 ’

(13.8)
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(13.9)

при этом коэффициенты

G(t) д (0 — ь (О
a ( t )  +  b (t) ' g{t)

c(t)
a ( t )  +  b (О

будут принадлежать классу Н 0 и G(t)=/= О всюду на L.
Будем считать, что линия L состоит из т замкнутых и п 

разомкнутых контуров. На основании пункта 6° § 10 кано­
ническую функцию X(z) задачи (13.8) избранного класса liq 
можно записать в виде произведения канонической функции 
Xj (г) для замкнутых контуров Lu ..., Lm и канонической 
функции Х2(г) для разомкнутых контуров ..., Хп, опре­
деляемых формулами (9.23) и (10.16) соответственно. 
Получим

2л
X (2) =  е (г) П  (г -  К) к П  (z -  с})

*=i j = 1
(13.10)

где
а (О — ь (х) 
а  (х)-+ ь (х)

d-
х —  2

ветви функций In [(а — b)/(a +  b)] на каждом контуре линии L 
фиксированы; xft и v,.— целые числа, среди которых

I n d г 1
L а (0  +  Ъ (0  J,

к
k =  1, . . . ,  т,

a подобраны так, чтобы X(z) принадлежала классу 
hq =  h (Сц ..., cq): 0 <  я, — vy < 1, j  =  1, ..., <7; — 1 <  a, — vy. <  0, 
j = q +  1, . . . ,  p\ a.j — 4j =  0, j  =  p + 1,... , 2n, если при этом

aj +  'lh  =  +
a (Cj) — b (cj) 
a  ( c j ) +  b (Cj)

Если порядок Х(г) на бесконечности со знаком минус 
обозначить через х =  х, +  ... -f- хш +  v, +  ... +  v2/J, то общее 
решение нашей задачи класса hq, исчезающее на бесконеч­
ности, запишется в таком виде

Ф ( г )  = X ( Z )  С с (х)

2та J [a (х) +  b (х)] Х+ (х) L
- ^ -  +  X (Z)P X_1(Z)>( 13.11)
т — 2

где Рх1 (z) — произвольный полином степени х — 1 при х > 0  
и Рх1 (z) =  0 при х <  0. При этом в случае х < 0  решение 
задачи существует только при выполнении условий

I
х*с (х) di

[а (х) +  Ь (х)] Х+ (х)
& =  0, 1, ... , — х — 1. (13.12)
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Общее решение исходного уравнения (13.2) найдем как 
разность ср (t) =  Ф+ (t) — Ф_ (t), вычислив Ф+ (t) и Ф~ (t) из
(13.11) по формулам Сохоцкого:

Ф+ (t) =  Х+ (t) ______ МО_______
2 [a (t) +  b (01 X+ (0

c (z) dz

Ф'

(a +  b) X+ (x) z — t

c (0

+  (0 ,

(0 = x-(o{-
2 [MO + MO JX+ (0

+ ■Г j
c(z) dz

2tii J  (a  -f b) X+ ( t) t - 7 +  />_, (0 •

Отсюда

_ / «  [X+ (0  +  x -  (01 c ( 0  ,? \4 ~  ......................... ...---- H2 [я (0 + b (01X+ (0

+ x +  (0 — x -  (Q

2 ад
MO dz

(a +  &) X+ (x) x — t

+ [x+ W -x-(0]P_t (t).
Из формулы (13.10) находим

X+ (0 = а(0 —МО „г (о
2л

МО + & (О ег<'Т 1  ( ' - ' . Г *
А=1

т
/= 1 

2 п
х - ( ( )

Г *=1 у=1

откуда, полагая

Z (<) =  Х+ (/) [а (0 +  ft (/)] =  X - (t) [a (t) -  Ъ (()], (13.13)

А (О а (О
а2 (0  — Ь2 (О

, B{t) моп
я2 (0 -  Ь2 (О

(13.14)

получаем

9 Л-448

Х+ (0 +  Х - (/) =  2Л (*)£(*). 

Х+ (() -  X - (t) =  -  2 В (t) Z  (t).
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Вставляя эти выражения, получаем окончательно

? (t) =  A(t)c(t) В (0  z (0  Г с(х) rfx
ТО J  Z (t )  X — tL

- 2 B { t ) Z { t ) P x_x (t). (13.15)

При x <  0 к этой формуле надо присоединить условия раз­
решимости (13.12), которые на основании соотношений
(13.13) можно переписать в таком виде

=  fc =  0, 1......  — х — 1. (13.16)
J Z (X )
L

Привлекая результаты § 6 и повторяя почти дословно 
рассуждения, проведенные в 6° § 10, можно показать, что 
все решения, определяемые формулой (13.15), действительно 
принадлежат классу hq.

Итогом исследований является
Т е о р е м а  13.2. При х > 0  характеристическое уравне­

ние (13.2) имеет х линейно-независимых решений класса 
h(cu ..., cq); все они определяются формулой (13.15,). При 
х =  0 решение единственно и определяется той же фор­
мулой (13.15), если в ней положить P_j =  0. При х < 0  
единственное решение существует тогда и только тогда, 
когда выполнены дополнительные условия  (13.16).

3°. В качестве примера рассмотрим уравнение

— Г l Q - d z  =  c(t). (13.17)
ТО J X — t

Оно получается из уравнения (13.2) при а (0 =  0, b(t) — 1, 
так что соответствующая ему задача Римана имеет краевое 
условие

Ф+ (0 =  - Ф - ( / )  +  c(t). (13.18)

Предположим сначала, что линия L состоит лишь из 
замкнутых контуров Lu ..., Lm. Так как на каждом из них 
G(t) =  — 1, то все xft =  0 и х =  0. Если на каждом Lk поло­
жить ln (— l)= ix t, то X (z) =  ехр Г (г) легко вычисляется. 
Она оказывается равной +  1 или — 1 на кусках, на кото­
рые линия L разбивает плоскость. Поэтому z ( t ) на всех Lk 
равна либо +  1, либо — 1 и из формулы (13.15) для интег­
рала (13.17) получаем такую формулу обращения

9(0  =  Л  Г JL&-  dx. (13.19)
то J х — t 

L
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Для одного гладкого замкнутого контура эта формула дру­
гим путем была получена в п. 5° § 4.

Когда L состоит лишь из разомкнутых контуров Xj,..., Хп, 
aJ +  ipy =  — 1/2 во всех я-точках и ау. +  ipy. =  1/2 во всех 
/(-точках, так что все концы неособенные. Здесь

Г (г)

и канонической функцией класса //(с с д) будет

X  ( г )  =  [ П  ( г - C j ) П (z~cj)
j=i/ +1

(13.20)

Под радикалом можно понимать любую из однозначных 
ветвей, на которые этот радикал распадается в плоскости 
с разрезами вдоль L, например, ветвь, имеющую в окрест­
ности бесконечно удаленной точки такое разложение

z ”- '1 +  +  ... (13.21)

Отсюда сразу получаем величину индекса рассматриваемого 
класса h (си ..., cq): х — п — q.

Если положить

то

Х+ (t) =

z (t) =  Х+ (0 =  -Х - (< )  =

и по формуле (13.15) решение класса h{cu ..., сд) уравнения 
(13.17) получится в виде

С (т)Гйт 
т--t +

)

Л* (9
(13.22)

где Рп_ч_х (t) — произвольный полином степени n — q — 1 
при q <. п и Рп_„_х =  0 при q >  п. При q >  /г для существо­
вания решения необходимо и достаточно, чтобы

С (т) Л/т =  О, k =  0, 1, . . . ,  <7 — п — 1. (13.23)
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4°. Путем приведения к краевой задаче Римана решается 
обычно еще одно сингулярное уравнение

а(0Ф(<)----L Г >(т)ф.(т) ^  =  /(<), (13.24)
тс / J  т ----- г

L

называемое союзным характеристическому. Ядра уравнений
(13.2) и (13.24)

_1_ & ( 0 ___1_ Й(х)
тс/ х — t ' ni х — £

получаются друг из друга перестановкой переменных х и t.
Легко показать, что уравнение (13.24) эквивалентно 

краевой задаче

цг+ /а  _  а (Q 4- Ь (t ) » b ( t ) f ( t )
а (<) — b {t) a(t)  — b (t)

(13.25)

союзной по отношению к задаче (13.6). Поэтому на осно­
вании сказанного в п. 4° § 10 при наличии в составе L 
разомкнутых контуров можно одновременно вести речь 
о решениях обоих союзных друг другу уравнений лишь 
в союзных классах h(cv  ..., cq) и fi(cq+u ..., ср), индексы 
которых отличаются друг от друга знаком, а канонические 
функции обратны по величине. Из общего решения задачи
(13.25)

У (г) -  f , %  (Лгг$ т (,> ' *  +  Iх  ( * Г ‘в —  <г>2та J [и (х) b (х)J (х z)

решение уравнения (13.24) вычисляется по любой из формул
2<F- (0 +  /  (t)

Г a(t)  +  b(t) a (t) — b (t)

В тех же обозначениях, что и при решении характери 
стического уравнения, оно записывается в таком виде

<!>(*) =  л  (0 /(0  +
_ 1 ____  f  z (т) В (х) / (т) 2Q _ , _ i ( Q ^
niz (t) )  i  — t z (t)

(13.26)

При x > 0  в этой формуле надо положить Q_x- i( 0  =  0. 
а при х >  0 надо присоединить к ней условия разреши­
мости

j  г (т) 5  (т)/(т) xkdx — 0, k =  0, 1 ,..., х -  1. (13.27)
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Пусть ч <  0. В этом случае уравнение (13.24) разрешимо 
при любой правой части / ( ^ ) £ / /0 и имеет (—*) линейно­
независимых решений. Если положить f ( t )  =  0 ,  т о  из фор-- 
мулы (13.26) получим общее решение однородного союзного 
уравнения

1'W =  2Q_x_1 {t)lz{t).

Оно представляет линейную комбинацию функций

^k{t) =  tk/z(t), k =  0, 1 , ..., - X -  1 ,  (13-28)

составляющих полную систему линейно-независимых реше­
ний этого однородного уравнения. Возвращаясь к условиям 
разрешимости характеристического уравнения (13.16), видим, 
что они могут быть переписаны в таком виде

f с(т)ф*(т)Л =  0, k =  0, 1, ..., — х — 1. (13.29)
L

Аналогично, при х > 0  условия разрешимости (13.27) союз­
ного с характеристическим уравнения (13.24) таким же об­
разом можно записать через линейно-независимые реше­
ния однородного характеристического уравнения <р*(0 — 
=  Р z(t) B (t), k =  0, 1 ,..., х — 1.

Значит, справедлива
Т е о р е м а  13.3. При х < 0  неоднородное характери­

стическое уравнение разрешимо тогда и только тогда, 
когда его правая часть c(t) удовлетворяет условиям (13.29), 
где функции определяемые формулами (13.28), состав­
ляют полную систему линейно-независимых решений одно­
родного союзного уравнения.

Аналогичная теорема имеет место и для уравнения (13.24).
5°. Полное сингулярное интегральное уравнение вида 

(13.1) исследуется путем регуляризации, то есть путем при­
ведения к интегральному уравнению Фредгольма. Один из 
методов регуляризации основан на решении характеристиче­
ского уравнения. Суть его состоит в следующем.

Левая часть уравнения (13.1) представляет собой вполне 
определенный интегральный оператор, примененный к функ­
ции ср(̂ ). Обозначим его через /Ср и представим в такой 
форме

/0р =  а ( * ) * ( * )  +  Щ -  +
L

+  —  Г *<*■ д) Z lM b JL  ер (т) dx, b(t) =  K{t , t).
ш J  -с — t

L
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На основании известных нам свойств функций класса Н0 
(§ 2) легко показать, что функция k(t, т), представляющая 
ядро второго интеграла, может быть представлена в виде

k Ц ' =  К  О, т) — /с (г, о =  kn (t, г) О <  а <  1,

где k0(t, т) принадлежит классу / / 0 по обеим переменным. 
Поэтому оператор Ку можно представить в виде суммы 
двух операторов

К<? =  К 0 <р +  kif,

те/ J т — t 
L

ky ^ k ( t ,  -c) cp (x)d~,
L

первый из которых является характеристическим сингуляр­
ным оператором, а второй — регулярным или квазирегуляр- 
ным оператором Фредгольма. При решении полного сингу­
лярного уравнения К<? =  с (t) переписываем его в виде 
К°<? =  с (t) — ky и, считая правую часть известной, решаем 
это уравнение как характеристическое. Формула (13.15), 
определяющая общее решение характеристического урав­
нения, нам известна. Заменим в этой формуле с (t) на 
с (t) — h р, а затем перенесем все члены, содержащие ср(̂ ), 
в левую часть равенства, а не содержащие ср(^)— в правую. 
В результате для определения функции y(t) получим интег­
ральное уравнение

? ( * ) +  т)ср(т) d x  =  F{t), (13.30)
L

ядро которого М (t, т) является либо ограниченным на ли­
нии L, либо имеет подвижную особенность интегрируемого 
порядка. Значит, интегральное уравнение (13.30) является 
уравнением Фредгольма.

Уравнение (13.30) эквивалентно исходному сингулярному 
уравнению Ку =  с (t) в том смысле, что оба они одновре­
менно разрешимы или неразрешимы, и в случае разреши­
мости каждому решению уравнения K<? =  c(t) соответствует 
решение уравнения (13.30) и наоборот. При этом к уравне­
нию (13.30) надо присоединить (— ч) дополнительных усло­
вий (13.16), заменив в них с (t) на c(t) — ky, если ч <  0.

Основные факты теории уравнений Фредгольма состав­
ляют содержание трех теорем Фредгольма (см., например, 
[47, гл. 1]). Применяя их к уравнению (13.30), можно полу­
чить основные выводы теории сингулярных уравнений в виде
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трех теорем, известных под названием теорем Нётера. 
Если через K'ty обозначить сингулярный оператор, союзный 
к оператору К<?, а под х по-прежнему понимать индекс 
краевой задачи Римана, эквивалентной характеристическому 
уравнению К°<? =  си то теоремы Нётера можно сформу­
лировать следующим образом:

1. Сингулярное интегральное уравнение К<? =  с (t) всегда 
имеет конечное число решений.

2. Необходимым и достаточным условием разрешимости 
неоднородного уравнения К<? =  с (t) является выполнение 
равенств

|  с М  Ф* (0  d t — 0, k =  1, 2, ..., п ',
L

где <pj — полная система линейно-независимых
решений союзного однородного уравнения К '<j> =  0.

3. Разность числа п линейно-независимых решений урав­
нения К<? =  0 и числа п' линейно-независимых решений 
союзного ему уравнения K'ty =  0 зависит лишь от харак­
теристической части оператора К и равна индексу х: 
п — п' =  х.

Первые две теоремы характеризуют свойства сингуляр­
ных уравнений, совпадающие со свойствами уравнений 
Фредгольма, третья говорит об их различии, ибо однород­
ные взаимно союзные фредгольмовы уравнения в случае 
разрешимости всегда имеют одинаковое число решений, 
что у сингулярных уравнений имеет место только в слу­
чае х =  0.

Подробное изложение теории сингулярных уравнений по 
этой схеме дано И. Н. Векуа в работах [3] и [4]. В моно­
графиях Н. И. Мусхелишвили и Ф. Д. Гахова это делается 
при помощи других методов регуляризации.



ГЛАВА III

ЗАДАЧА РИМАНА ДЛЯ СИММЕТРИЧНЫХ 
И ЭЛЕМЕНТАРНЫХ АВТОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

В этой главе мы изложим решение задачи Римана для 
функций, в распределении значений которых, а следователь­
но, и в расположении их особых линий, наблюдается неко­
торая закономерность.

§ 14. КУСОЧНО-ГОЛОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИЕ 
УСЛОВИЮ СИММЕТРИИ

1°. Известно, что любая окружность С является линией 
симметрии расширенной комплексной плоскости и связь между 
парой симметричных точек z и z* относительно С можно 
получить из уравнения окружности

С : azz +  Pz +  Р z  +  т =  0 , a =  a, f  =  7, (14.1)

если в нем, оставляя на месте z, заменить z на z* :

«Z*z +  pz* + p z  +  7 =  0. (14.2)
При a =  0 уравнение (14.1) определяет некоторую прямую 

на плоскости, а уравнение (14.2) связывает между собой 
точки z  и z* , являющиеся зеркальными отражениями друг 
друга в этой прямой. Например, в случае вещественной оси, 
уравнение которой у =  0 в комплексной форме имеет вид 
z  — z  =  0, получаем хорошо известный закон отражения 
z* = 2.

В общем случае из уравнения (14.2) получаем
'fiz + t 
aZ -f- $

(14.3)

Значит, симметрия относительно окружности (14.1) есть 
взаимно однозначное антиконформное преобразование рас­
ширенной плоскости в себя, состоящее в последовательном 
выполнении симметрии относительно вещественной оси и 
вполне определенного дробно-линейного преобразования.
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Очевидно, (z* )*= z, то есть преобразование (14.3) совпа­
дает со своим обратным.

Функцию Ф(г), принимающую в симметричных точках 
относительно некоторой окружности комплексно сопряжен­
ные значения, будем называть для краткости симметричной, 
а соотношение

Ф (Z* ) =  ф  (2 ) (14.4)

условием симметрии.
Из этого определения следует, что множество, на кото­

ром рассматривается симметричная функция, всегда симмет­
рично относительно рассматриваемой окружности С. Для 
простоты в дальнейшем мы будем брать в качестве С еди­
ничную окружность L0: |z | =  l. Если в ее комплексном 
уравнении zz =  1 заменим z, не трогая z, на z* , получим 
хорошо известный закон симметрии относительно L0

z* =  I , (14.5)

представляющий из себя преобразование инверсии. Точке 
z =  0 при этом соответствует бесконечно удаленная точка 
z  — оо.

Допустим, что симметричная функция Ф(г) относительно 
L0 является аналитической в некоторой области S. Тогда 
она будет аналитической и в симметричной области S * . 
В самом деле, когда в S  мы знаем Ф(г) и Ф' (z), то по опре­
делению значения симметричной функции в области S* бу­
дут совпадать со значениями функции ®,(z) =  ®(z*). При 
z, z +  Az £ S* точки z* =  1/z и (z +  Дz)* =  1/z +  Az будут на­
ходиться в S, при этом когда Дz  —> 0, то

Az* =  (Z +  дZ)* -  z* =  -  I  =  -  .  _Аг - -
г +  Az z z (z +  Az)

тоже стремится к нулю. Поэтому

lim  ф1 <г + А г ) - Ф , ( г )  Hm j (г* +  Az* ) -  Ф (z* ) Н т  Az* _ 
Д г— 0  Az Д г* - 0  Az* Д г—0 Az

=  Ф' (z*) Нш
Д г-*0

_1___
z(z +  Az)

- Ф '  (Z* ).Z2 ’

Если в окрестности некоторой точки z0 для симметрич­
ной функции имеет место представление

Ф (г) =  (z — z0)n ср (г),
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где п — целое число, а <р (z) — аналитическая вблизи z0 функ­
ция, для которой <p(z0)=£ 0 при п >  0, то в окрестности точ­
ки z0= \ / z 0 будем иметь

Ф ? Т =  ( 1 - 5 0) пН О .

Значит, симметричная функция в точках z 0 и 2* одновре­
менно имеет нули или полюсы одного и того же порядка.

Если область аналитичности 5  симметричной функции 
имеет в качестве участка границы некоторую дугу t xt2 окруж­
ности Z.0) то область S* будет примыкать к 5 вдоль дуги 
txt2. Допустим, что Ф (z) непрерывно продолжима из 5  на 
дугу t xt2. Тогда она будет непрерывно продолжимой на эту 
дугу и из S* и так как при z  —► txt2 из 5  точка z* —*t из 5*,
то из условия симметрии (14.4) получаем

Ф~ (/) =  ф+ (/). (14.6)

Значит, в этом случае каждая точка дуги t xt2 является для 
функции Ф (z) точкой разрыва первого рода с чисто мнимым 
скачком Ф+ (t) — Ф_ (t) =  2г Im Ф+ (t). Если 1шФ+ (̂ ) =  0 на 
дуге txt2, то Ф+ (t) =  Ф_ (t) и, следовательно, Ф (z) аналити­
чески продолжима через эту дугу.

Когда у симметричной функции Ф (z) имеется линия L раз­
рывов первого рода, отличная от L(), при переходе через 
линию L* функция Ф (z) будет тоже испытывать разрывы 
первого рода, и так как в силу антиконформности преобра-1 
зования (14.5) ориентация на L* противоположна ориентации 
на L, то из условия симметрии (14.4) имеем

Ф± (t) =  Ф* (/*). (14.7)
На основании этих равенств из любого соотношения, связы­
вающего Ф+ (t) и Ф_ (t) на L, легко получить соответствую­
щее соотношение между Ф+ (t*) и Ф“ (t* ) на L*. Так, если 
на L имеем условие Римана

ф+(О=0(ОФ- (*) + гМ.
то, учитывая равенства (14.7) и известную нам связь t — 1/7* 
между точками t£  L и £ L*, на L" будем иметь равенство

ф-  (Г ) =  0 ( ^ - ) ф+ (t*) + g ( ± . y

разрешая которое относительно Ф+ { Г ), получим условие 
Римана с коэффициентами

(14 ' 8>
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Из изложенного следует, что при изучении кусочно-голо­
морфных симметричных функций надо исследовать их только 
на Ц  и в одной из двух частей плоскости, на которые ее 
разбивает L0; во второй симметричной относительно Ьй 
части плоскости свойства этой функции будут определяться 
условием симметрии. При постановке краевых задач это 
позволяет выписывать краевые условия лишь на L0 и на осо­
бых линиях, лежащих, например, внутри L0.

Отметим еще следующее обстоятельство. Если Ф, (z), ... 
..., Ф„(д) линейно-независимые симметричные функции, то их 
линейная комбинация Ф(г:) =  с1Ф1 (z) +  ... +  спФп(г) будет сим­
метричной функцией, очевидно, тогда и только тогда, если 
постоянные с , , . . . ,  сп вещественны. Поэтому всюду в даль­
нейшем линейная комбинация симметричных функций бу­
дет рассматриваться над полем вещественных чисел.

2°. Задача Римана для симметричных функций решается 
просто, если линия симметрии L не входит в число особых 
линий [76]. Мы изложим здесь решение этой задачи в про­
стейшем случае, когда особая линия L, расположенная внут­
ри Z-о, состоит из гладких замкнутых непересекающихся 
контуров, лежащих вне друг друга. Краевое условие возьмем 
в обычном виде

Ф+ (0 =  О (0Ф -(*) +  £ (0  (14.9)
и будем считать, что функции G(t) и g(t)  удовлетворяют на 
L условию Н  и G(t)=F 0.

При решении задачи мы должны помнить, что у искомой 
функции наряду с L есть еще особая линия L* , на которой 
Ф(г) также удовлетворяет краевому условию того же вида 
(14.9) с коэффициентами (14.8). Поэтому при определении 
симметричной функции Ф(£) по заданным скачкам на L

Ф+ ( 0 - Ф - ( ') = £ ( 0  (14.10)
мы выписываем и соответствующее краевое условие, кото­
рое должно выполняться на L*

Ф+ ( 0 - Ф  ~ ( t ) = - g W ) .  (14.11)
Мы знаем, что условию (14.10) удовлетворяет интеграл типа
Коши

а условию (14.11) — функция

(14.12)

F ( z ' )  =  F 1 г g(**)
2 та J t1

L* L*

drl . (14.13)
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Отличаясь от интеграла типа Коши по L* лишь постоянным 
слагаемым, функция F(z*) других особых линий, кроме L*, 
или особых точек не имеет. Значит, сумма

<I>l (z) =  F(z) + F W ) ,  (14.14)
представляющая из себя симметричную функцию по построе­
нию, удовлетворяет обоим краевым условиям (14.10) и (14.11) 
и является одним из частных решений задачи о скачке. На 
бесконечности Ф, (г) ограничена, при этом

®i (0) =  Ф, ( с о )  =  —  Г dz. (14.15)
2л( J X 

L

Чтобы найти решения задачи (14.10), имеющие на беско­
нечности полюс порядка не выше п, берем разность ф (z) =  
=  Ф(д) —Ф,(д). Так как обе функции Ф(д) и (д) на L и L* 
удовлетворяют одним и тем же краевым условиям (14.10) и
(14.11), то ф+ (*) =  ф~(£) на L и L* . Значит, ф(д) аналитична 
во всей плоскости, кроме точек д =  0 и z =  оо, где у нее 
полюсы порядка не выше п, и является рациональной функ­
цией вида

Ф (д) =  Pn{z) +  Qnd/z),
где Рп и Qn — произвольные полиномы. Условие симметрии 
для ф(2) будет выполнено тогда и только тогда, если

p n(z) +  Q„(l/z) =  P„W!z) +  Qn (д),

то есть, если 0 „(1/д) =  Р„(1/д). Окончательно имеем ф (д) =  
=  Рп (д) +  Рп (д*) и общее решение задачи (14.10) порядка 
не выше п на бесконечности запишется в виде

Ф(д) =  Ф1(д) +  Р„(д) +  Р ^ ?~), (14.16)
где функция Ф, (д) определяется формулами (14.12)—(14.14).

Пусть ck =  а* +  i$k есть коэффициенты полинома Р„(д) =  
=  с0 +  с,д +  ... +  cnz n. Тогда

Рп (*) +  р п («*) =  2а0 +  2  К  2а (г) +  (д)].
*=1

Обе функции
Qk (д) =  д* +  z~k, coft (д) =  i {zk -  z~k) (14.17)

удовлетворяют условию симметрии (14.4), в точках д =  0 и 
2 =  оо имеют полюсы порядка k и между собой линейно­
независимы. Следовательно, задача (14.10) имеет 2п +  1 ли­
нейно-независимых решений над полем вещественных чисел 
порядка не выше п на бесконечности.
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Исчезающих на бесконечности решений задача (14.ЮУ 
при любой функции g ( t ) £ H  не имеет и, как показывает ра­
венство (14.15), лишь при выполнении условия

jg '( T) T~I ^'r =  0 (14.18)
L

функция Ф, (г) будет единственным решением задачи о скач­
ке, обращающимся в нуль как при z  =  О, так и при г =  оо.

При решении однородной задачи, получающейся из за­
дачи (14.9) при g(t) =  0, мы строим прежде всего известным 
нам способом каноническую функцию

У (z) = е т (2) П  (г ~  tj) Ч  r ( z ) = - L f i ^ ^ > r f x ,
1 1 2 ш J  х — г
7=1 L

принимая во внимание только краевое условие Ф+ (t) — 
=  G(t)$>~ (t) на L. Затем берем функцию y jz* ); непрерывная 
на L, она будет иметь особую линию L* и удовлетворять на 
ней однородному условию с коэффициентом 1 вне
линии L* она нигде не обращается в нуль, кроме, может 
быть, точки z =  0. Таким образом, У(г*) обладает всеми 
свойствами канонической функции, только отличный от нуля 
порядок имеет не в бесконечно удаленной точке, а в точке 
z  =  0. Но ведь и при построении функции У(г) от нулей или 
бесконечностей у expT(z) в точках t j , . . . ,  tm можно было
избавиться не домножением на {z— tx) \ . . ( z —tm) *m, а на 
какую-либо другую рациональную функцию, например, на

ТТ1 — Ху

ПС-^) •
7=1

Zj£L,

ограниченную на бесконечности. В этом случае отличный от 
нуля порядок у У(г) был бы в точках г , , . . . ,  zm. Общий 
суммарный порядок У(г) на расширенной плоскости и в этом 
случае будет равен (— х), х =  х, +  ... +  хш.

Итак, функция У(г*) обладает всеми свойствами канони­
ческой функции однородной задачи Римана для линии L*
с коэффициентом 1 /G(t*). Поэтому произведение

тп
X (Z) =  X (г)-Ц7~) =  ет(2)^  f ] ( z ~  tj) ~'J (14.19)

7=1
будет канонической функцией рассматриваемой нами задачи 
(14.9) для симметричных функций. Она имеет одинаковый 
порядок (— х) в точках z =  0 и г  =  оо.
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Чтобы получить общее решение однородной задачи по­
рядка не выше п на бесконечности, на основании равенства 
G (t) =  Х+ (t)/X~ (t) записываем однородное условие на L в виде 
Ф+ (/)/Х+ (t) — Ф_ (/)/Х“ (̂ ). Отсюда заключаем, что при /г+х>0 
отношение Ф(2)/Х(г) представляет симметричную рациональ­
ную функцию, имеющую полюсы порядка п + % в точках 
2 =  0 и 2 =  00. Но выше мы видели, что такая функция имеет 
вид р п+, (z) +  Pn+%(z* ), где Pn+X(z) есть произвольный поли­
ном степени п +  х. Значит,

Ф (2) =  х  (2) {Я„+х (2) +  Рп+х (2* )} (14.20)

и однородная задача имеет при п +  х >  0 ровно 2п +  2* +  1 
линейно-независимых решений. При « +  х <  0 нетривиальных 
решений порядка не выше п на бесконечности однородная 
задача не имеет.

При п =  0 формула (14.20) определяет все ограниченные 
решения однородной задачи в классе симметричных функций. 
В случае х >  1 имеется 2х +  1 таких линейно-независимых 
решений при х <  0 нетривиальных ограниченных решений нет.

При решении неоднородной задачи (14.9) ее краевое усло­
вие при помощи канонической функции (14.19) переписываем 
в виде

ф+ (О А+ (0 = Ф" (ОД" (0 + g (0/х+ (/)
и известным уже нам способом получаем одно из ее част­
ных решений

ф * ( г ) = / ( г ) + / ( г * ) ,

/ ( г ) =  Г jW  4" (14.21)
2те/ J Х+ (х) т — 2

L

Прибавляя к нему общее решение соответствующей одно­
родной задачи, определяемое формулой (14.20), получим 
общее решение задачи неоднородной. Произвести подсчет 
числа линейно-независимых решений и выписать дополни­
тельные условия, обеспечивающие существование ограничен­
ного всюду решения при х <  0, здесь нетрудно. Не останав­
ливаясь на этом, перейдем к случаю, когда особой линией 
является линия симметрии L0. Этот случай мы рассмотрим 
подробно, выделив его отдельным параграфом, ибо как раз 
этот случай часто встречается в приложениях. После этого 
самый общий случай, когда к особым линиям относится и 
окружность L0 и линии, отличные от L0, никакого труда не 
представит.
142



§ 15. СЛУЧАЙ, КОГДА ОСОБОЙ ЛИНИЕЙ ЯВЛЯЕТСЯ ЛИНИЯ
СИММЕТРИИ

1. Пусть на единичной окружности L0 заданы две функ­
ции G(t) и g(t), удовлетворяющие условию И , причем G (t) Ф О 
всюду на L0. Найдем симметричную кусочно-голоморфную 
функцию Ф(г), имеющую на бесконечности порядок не 
выше п, по заданному граничному условию

Ф+ (0 =  о  (0 ф - (*) +  *(*), t £ L 0. (15.1)
Из свойства симметрии искомой функции на L0 имеем 

Ф+(^) =  Ф~(^) и Ф~ (t) =  Ф+ (г!). Подставляя эти выражения 
в условие (15.1) и переходя к комплексно сопряженным зна­
чениям, получим

Ф - ( 0  =  0 ( 7 ) Ф + ( t ) + W ) -

Если это выражение для Ф- (0 подставить в правую часть 
равенства (15.1), то будем иметь на /.„

ф+ (0 [1 — 0  (/) W ) ]  =  g  (0 +  G (t) git).
Это — необходимое условие разрешимости задачи (15.1). Мы 
будем рассматривать в дальнейшем лишь наиболее интерес­
ный случай, когда оно выполняется:

G(t)G(t) =  1, #(*) +  G (t)g(t) =  0. (15.2)
Нетрудно убедиться, что при выполнении этих условий крае­
вое условие (15.1) является вещественным.

Рассмотрим сначала задачу о скачке
Ф+ ( 0 - Ф  ~(t) =  g(t). (15.3)

Условия (15.2) в этом случае сводятся к одному
g"(0 +  g W =  0. (15-4)

Значит, скачок симметричной кусочно-голоморфной функции 
на L0 необходимо является чисто мнимым.

При выполнении условия (15.4) наряду с интегралом типа 
Коши F(z), имеющим плотность g(t), краевому условию
(15.3) будут удовлетворять также функции

Л О ,  Ф:(г ) = } [ Е ( г ) + Ё ( 0 ] ,

в чем легко убедиться непосредственной проверкой. При 
этом вторая из этих функций является симметричной.

Таким образом, функция

Ф. (z) =  -М~ £ Р) —  -  (15.5)
4 Til J х — z х

to
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является одним из частных симметричных решений задачи
(15.3). Ее значение

2к
Ф1 (0) — Ф, (ОО) =  £  j  g ( О  da

о

является чисто мнимым. 
Ядро интеграла (15.5)

х +  z _ 2 1
х (х — Z) х — z х

(15.6)

(15.7)

называют обычно ядром Шварца, а сам интеграл (15.5) — 
интегралом типа Шварца. Интеграл типа Шварца в силу 
равенства (15.7), устанавливающего связь между ядром Швар­
ца и ядром Коши, является своеобразным аналогом инте­
грала типа Коши среди симметричных функций. Аналогом 
формул Сохоцкого для него являются формулы

ф+ (0 =  5 ^ 7 ) =  1 (0 + j _ r g (T) L + | <± =
2 4 та J х — t  х

J g ( s )  +  ~  Г g-(0)c tg °-^ rfo . 2 4 tzi J  2
(15.8)

В силу условия (15.4) интеграл в этих формулах, понимае­
мый в смысле главного значения, является вещественным.

Общее решение задачи (15.3) с полюсом порядка не вы­
ше п в точках z  =  0 и z =  оо имеет вид

Ф(г) =  Ф ,( z )+  />„(*) +  / £ ( ? ) .  (15.9)
При известном частном решении Ф] (z ) оно строится при по­
мощи тех же рассуждений, которые изложены в предыдущем 
параграфе.

2°. Рассмотрим теперь однородную задачу

Ф+ (/) *=0(/)Ф “ (<), (15.10)
предполагая выполненным первое из условий (15.2).

Чтобы решить эту задачу, нам прежде всего надо по­
строить каноническую функцию, одним из основных свойств 
которой является необращение в нуль ее предельных значе­
ний Х+ (г!) и Х~ (t). Допустим, что такая функция для нашей 
задачи (15.10) построена. Тогда из соотношений Х+ (̂ ) =  
=  G (t) X-  (/) и X-  (() =  Х+ (t) имеем

Ind G (t) =  Ind Х+ (t) -  Ind X - (/) =  2 Ind X+ (t). 
Следовательно, в этом случае индекс G (t) обязательно четный.
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Обратно, пусть Ind G (t) =  2x — четное число. Покажем, 
что в этом случае каноническую функцию можно построить 
почти тем же приемом, что и в предыдущем параграфе.

Замечая, что из условия G (^)G (/)= 1  следует |G (/) | =  1, 
фиксируем вполне определенную ветвь функции

In G (t) =  i arg G (t) =  id (()
и, не заботясь об условии симметрии, запишем каноническую 
функцию обычной задачи Римана с краевым условием (15.10):

X (Z) =  ( z ~  g - 2x eF w , Г (z) =  -Ц f  ̂  dx]
2ni J т — z 

L0
здесь t0 есть произвольная точка, принятая на L0 за начало 
обхода. Затем берем функцию X1(z) =  X(z*). Так как Xf (0 =  
=  X~(t), XT (0  =  Х+ V), то внося эти значения в соотноше­
ние Х+ (/) =  exp [id (/)] Х~ (t), получим Xf Ц) =  exp [i0 (̂ )] XT (t). 
Перемножив почленно эти равенства

Х+ (0 Xt  (t) =  е2:6 (/) Х~ (t) XT (t), 
видим, что функция

Л --------- -- - ■  . , х — [Г (z )+ fJ F )i
X(z) =  l/Z (z)X (z*) = ( г - / 0) - х( ^ 1 - 7 0) е 2

(15.11)

7 [Г (г )  +  Г И  =  1  f e ( t ) l ± i t ,
2 4тс J х — 1 х

Lt>
однозначна, симметрична и обладает всеми свойствами кано­
нической функции.

Любое решение однородной задачи порядка не выше п 
в точках z  =  0 и z =  oo определится формулой (14.20), если 
в ней под X(z) понимать функцию (15.11).

Если Ind G(t) =  2* — 1 — нечетное число, указанный метод 
построения канонической функции непригоден, так как в этом 
случае в выражении X(z) вместо 2х будет стоять 2х— 1 и 
операция извлечения квадратного корня из произведения 
X(z)X(z*) не даст нам однозначной функции.

Здесь общее решение однородной задачи можно получить 
таким путем. Перепишем краевое условие (15.10) в таком 
виде:

ф+ (0 =  ( - « о ) _1[-« о О  (01 ф“ W.
Функция

Ю Л-448

G , (/) =  -  tt0G (t) (15*12)
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имеет четный индекс IndG,(/) =  2x и удовлетворяет условию 
G, (̂ ) G, (t) =  1. Следовательно, ее можно представить в виде 
отношения

О1(0 =  Х + (0 Д -(0 , (15.13)
где X(z) есть каноническая функция однородной задачи 
с коэффициентом G, (t) вида (15.11). Далее, полагая

5(2) = 1 Г----- t, о >

( -  tt0r l

(15.10) примет такую форму

2б£>0+,
(15.14)

2 ^ D{) ,

с что

(0/8+ (t). (15.15)
(15.15) однородное условие

8+ (*) Ф+ (0/Х+ (0 =  8- (/) Ф" (о /х -  (t).
Значит, функция ф (г) =  8 (г) Ф (z)/X  (z) является симметричной 
и аналитической всюду, кроме z =  0 и z =  oo, где в случае 
ограниченности Ф(г) она имеет порядок х. Следовательно, 
при х ^ .0  она имеет вид

Ф(г) =  Рх (г) +  Я, ( г * ) =  а0 +  2 К 2* (2) +  Р*0,* (г )]-
*=1

В силу свойств функции 8 (z) в точке z — 10 функция ф (г) 
обращается в нуль. Из уравнения ф(/0) =  0 определяем

«о =  — S  К  Qk (to) +  Р* (*о)] 
*= 1

и общее всюду ограниченное решение однородной задачи 
получается в таком виде

х

ф(г) = S (а* ̂ (г)~2*(/о)] + К(г)“ u>ft(/o)])- (15Л6)
Оно при х >  0 содержит 2х произвольных вещественных по­
стоянных. При х <  0 ограниченных решений однородная за­
дача не имеет.

3°. Неоднородная задача при известной канонической 
функции решается так же просто, как и однородная. Однако 
здесь приходится различать два случая: a) g-(0¥=0 всюду 
на L0 и б) g (t) в конечном числе точек окружности L0 обра­
щается в нуль.
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Рассмотрим первый случай, когда g(t)=£0 всюду на Ц . 
На основании равенства Х+ (t) =  G (t) Х~ (t) записываем крае­
вое условие (15.1) в виде

Ф+ (()/х+ (0 =  Ф- (0/х- (/) +  g (/)/х+ (t).
Для отношения Ф(г)/Х(г) получили рассмотренную уже за­
дачу о скачке. Скачок g { (t) =  g(t )/X+ (t) в силу симметрич­
ности Х(г) и условий (15.2) является чисто мнимым. В самом 
деле,

g\ W =  g  (0/х  (0 =  — g  W/x+ (0 =  ~ g  1 (О-
Значит, при х +  /г!>0 общее решение неоднородной задачи 
порядка не выше гг в точках z =  0 и z =  оо имеет вид

Ф(г) = X  (г) Г g ( r )  х +  г rfx

4та J  Х+ (х) х — z i
io

«Н-х

+  Х(г) {я0 +  [®fc2*(z) +  (2)]| (15.17)
*=i

и содержит 2п +  2х +  1 произвольных вещественных постоян­
ных.

При п =  0 и х > 0  формула (15.17) определяет 2х +  1 ли­
нейно-независимых ограниченных решений неоднородной за­
дачи. При х <  0 функция

Ф (z ) =  х  Г g ( T) т +  г d_l
4та J Х+ (х) х — z х 

Г о
(15.18)

будет ограниченным решением задачи тогда и только тогда, 
если в разложении

- fi Ш J
и

eW  < + * л  =  Л | +  А г  +  .,. +  д _
Х+ (х) х — z х

■' +  л_ -Х |+

первые (—х) коэффициентов равны нулю: Л0 =  ... =  A_x-1 =  O' 
Но

А  =  J _  Г g ( T) д  =  J _  Г g ( T> j
0 4 «  J Х+ (х) х ’ * 4 та J Х+ (х) х

U  Lo

2 dx 
ft+i , А =  1 ,2 ......

Значит, должны выполняться условия
drГ g o

J Х+ (х) х*+>
= 0, А =  0, 1 ,..., —х — 1,
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или, что то же самое, условия

j V ' fc£ ( ^ ) /X +  (eia)de  =  0, k =  0, 1 , . . . ,  — * — 1.
о

Первое из этих условий вещественное, остальные — комплекс­
ные. Выделяя вещественные и мнимые части, получим — 2х —1 
вещественных условий разрешимости:

* j  g(e") /X+ ( О  do =  О,
о

i С g(eia) 
J Х+(е'а )

(COS ka\ 
(sin ko j do =  0, k =  l , , — x — 1. (15.19)

Условия разрешимости (15.19) можно истолковать как 
условие ортогональности функции g( t ) к решениям однород­
ной сопряженной задачи

Г  (*) =  <? М Г ( 0 ,  (15.20)
исчезающим на бесконечности и удовлетворяющим условию 
симметрии. В самом деле, индекс сопряженной задачи в рас­
сматриваемом случае

2х' =- Ind G (t) — — 2х,
канонической функцией будет X' (z) =  1/Х (z) и при х' >  0, 
то есть при х <  0, общее решение задачи (15.20), исчезающее 
в точке z =  oo, будет иметь следующий вид

Ф (* )= Е  1а*2*(г ) +  **®*(г))/х (г)-
k=0

Всего имеем 2х' — 1 =  — 2х — 1 линейно-независимых решений

ф0 ( * ) = - ! - ,  фй(г) =  — k = l ...... - х - 1 .  (15.21)
T 0W  X (z) ТА X (z)l«flft(z)j

Известно, что две функции f ( z )  и F(z) называются орто­
гональными на L0, если их скалярное произведение

( / ,  F) =  f f ( e ia) F ( ^ ) d o
о

равно нулю: ( /, F) =  0. Если хотя бы одна из функцийf ( z )  
или F(z) кусочно-голоморфна и окружность ее особая
линия, то под значением функции в точках L0 надо понимать 
одно из ее граничных значений.
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Вычисляя

(g, Ь  ) = f g(e!a)
J  X -  (e‘° )

^ ) ] r f a » 2 r ^ e i
« * (« " )/ JX + (e")

убеждаемся, что условия разрешимости (15.19) эквивалент­
ны равенствам

(g, <HD =  0, (15.22)
где фА(г) определены формулами (15.21).

Если рассматривать задачу (15.1) как одностороннюю,, 
а именно, внутреннюю задачу

Ф+(*) =  <?(*) <&+(*) +  £(*),
то соответствующая ей однородная сопряженная задача (15.20) 
будет внешней. Действительно, чтобы получить краевое 
условие (15.20), достаточно в однородном краевом условии
Ф+ (t) =  G (t) Ф+ (t) перейти к комплексно сопряженным зна­
чениям Ф+ (t) =  G (t) Ф+ (t) и воспользоваться соотношением 
Ф+ (t) =  Ф~ (t). Таким образом, внутренняя и внешняя задачи

Ф+ (/) =  G (t) Ф+ ((), Ф“ (t) =  G (t) Ф“  (0
являются взаимно сопряженными.

4°. Рассмотрим теперь случай, когда g(t) в точках 
а , , . . . ,  ап окружности L0 обращается в нуль так, что

g W =  (0 П  (t — « / ' .  Re jxy >  0,
j =i

при этом g x (t) ^=0 на /.0 и удовлетворяет условию H. В точ­
ках t, отличных от точек а , , . . . ,  ап, в силу второго усло­
вия (15.2)

а (о = -  ̂  = -  МД1 (‘ -  «/' <г-  ̂ Г'.
откуда видно, что при нецелых ру точки ау будут точками 
разрыва первого рода для коэффициента G (t). Разрыв у каж­
дой пары множителей (t — a j f 1 (i — aj) v’i = ( t  — aj) J X 
X (— ta j f1 =  ffj (t) может быть разного характера. Когда 
ji.j =  fiy, величину скачка <р} (t) =  (— ta}) 1 в точке ау проста 
вычислить: положить сру(ау +  0) =  (— ау) ; и считать, как
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обычно, что в левую полуокрестность точки а} мы прихо­
дим из правой полуокрестности путем обхода /,0 в положи­
тельном направлении; тогда _будем иметь <р;-(ау. — 0) =  
=  <ру-(ау- +  0) exp При ц,- ф  |х; в выражении ®у(/) содер­
жится разность t — a.j в чисто мнимой степени, о которой 
мы знаем, что вблизи она ограничена, но более точно 
охарактеризовать ее не умеем.

Несмотря на наличие таких необычных разрывов у G (t), 
задача чрезвычайно просто приводится к рассмотренной уже 
задаче с непрерывным коэффициентом О, (t) и свободным 
членом gi(t)i= 0. Для этого запишем краевое условие (15.1) 
в виде

П  (t — o.jf'l п
Ф+ у) =  - Ш  '-=!-------- - Ф -  (t) +  gl (t) П ( < - « / '

j=i
и, полагая

Ф(г) =  Д (г )Ф1(г), (15.23)

где Д(г) есть симметричная кусочно-голоморфная функция

Д(2) =

П (z — a / ’, z £ D $ ,
/=i

П ( 7 - “ / У ' .  г еоо-,
;=1

(15.24)

получаем для определения симметричной функции Ф[ (г) за 
дачу

®f(0==--i^|®rU)+gi (0-£i (О
Индекс этой задачи четный, он равен 2 Ind g t (t). Порядок 
искомой функции Ф, (г) в точках 2 =  0 и z =  co тот же, что 
и у функции Ф (z).

Из формул (15.23) и (15.24) видно, что в нулях функции 
g(t) решение задачи (15.1) также обращается в нуль. К этому 
заключению можно прийти и не решая задачу, а переписав
граничное условие (15.1) в виде Ф+ (t) =  G (t) Ф+ (/) +  g{t) или 
же в виде Ф~ (/) =  (З(^)Ф-  (() 4- g(t).

5°. Близким к рассмотренному является случай, когда 
функция £•(/) в точках Ьг обращается в бесконечность
так, что
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g  (О =  gi (0 f l  (* — bk) ,ft. g\ W € ^ .  #i (0 4= o,
*=i

и 0 < R e v A< 4 .  Записывая краевое условие (15.1) в виде

Ф + (0 “ -
g 1 (О 
& (О

П (* -* * )”*
i=l------------- ф -  (t) н--------- £l!!L _

П { t - b k) k П {t—bkV

и вводя новую неизвестную функцию (z ) при помощи ра­
венств

®,(«) =  M *)®(*).

М * ) =

Y\(z-bk)k, z£Dt,
k=\

П (7 -*«)'* ’
А=1

(15.25)

опять приходим к задаче

W =  -  - = -  ®Г (0 +  £1 Wg 1 (О
с непрерывными коэффициентами и четным индексом. Решив 
ее, по формулам (15.25) найдем решение исходной задачи. 
Оно в точках й ,, . . . ,  Ьг имеет бесконечности интегрируемого 
порядка.

6°. Все рассмотренные случаи неоднородной задачи сво­
дились в конечном счете к случаю, когда соответствующая, 
однородная задача имеет четный индекс. При каких же g{t) 
коэффициент G (t) =  — g(t)/g(t), являясь непрерывным, имеет 
нечетный индекс?

Мы уже знаем, что при гельдеровой функции g(t) или 
при наличии у нее интегрируемых бесконечностей степенного 
типа этого быть не может. Но вот если у g(t) в некоторых 
точках tj окружности L0 имеются разрывы первого рода, то 
несмотря на g(tj  +  0) =f= g(tj — 0) функция G (t) в точке t j не 
имеет разрыва, если скачок аргумента отношения g(t ) lg( t )  
кратен 2я, как, например, в случае g(t) =  tm~ !2, т — целое 
здесь G (t) =  —

Построить решение неоднородной задачи в этом случае 
проще всего таким же путем, как это мы делали для соот­
ветствующей однородной задачи при Ind G (?) =  2х — 1. Исполь­
зуя формулы (15.12)—(15.15), представляем коэффициент G (t) 
в такой форме
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0 (0  =  ( -  t(o)~l О, (0 = (0 X+(Q 
8+(0 X -  (t)

и, совершенно не обращая внимания на разрывность сво­
бодного члена g(t), приводим краевое условие (15.1) к виду

Ф+(0 = Г (0  + £(0«+(0/х+(0.
где ф (г) — 8 (z)Ф (г)/Х (z). Будем считать функцию Ф(г) всюду 
ограниченной. Тогда симметричная функция ф (г) имеет поря­
док х в точках z =  0 и 2 =  оо и при х > 0  имеет вид

ф (2) =  Ф, (2) +  а0 +  V  [а* 2а (г) +  Р* <»* (г)],
А=1

g(-)s+ м
Х+ (х)

т 4- z di
Т —  z  Т

Из условия ф (̂ 0) =  0 определяем

«о =  — Ф. (*0) ~  S  К  2 а (4>) +  Ра “ а (<о)1
А=1

и получаем общее решение исходной неоднородной задачи 
в виде

х

ф { z ) = Ш  {ф[ (г) ~  ф* (/о) +  Е  ** t2 * <z > - 2 * (<»)]+
л=1

+  РаК ( 2 ) - » а( Ц -  (15.26)

Таким образом, при х > 0  задача имеет 2х линейно-неза­
висимых ограниченных решений. При х =  0 единственным 
решением является

^ “ Т Т Т ^ - 'М ' о Л -  (15-27)5 (г)
При х <  0 задача будет иметь единственное решение, опре­

деляемое той же формулой (15.27), тогда и только тогда, 
если в разложении

(г ) — Ф1 (̂ о)]/® (z ) — о +  A xz  +  ... +  ^4_x_ i z  1 +  A_ xz  * +  ...

первые
Но

— х коэффициентов равны нулю: Л0 =  ... =  А_х1 =  0.

Л 1 Г g (* )  d z  
2W jx+(t) x*+i ’

и
k =  0, 1 , . . .
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Значит, должны выполняться условия

Ц
Все они комплексные. Чтобы выделить в них вещественные 
и мнимые части, положим, как обычно, т =  е‘а и, принимая 
за начало обхода = 1 .  получим 

2*
i j  e~ik°g(e°)/X+ (eia)da =  0. 

о
Отношение £(т)/Х+ (т) является комплексным, но произведе­
ние его с S+( т) =  т — 1 как скачок симметричной функции 
ср, (г) будет чисто мнимым. Поэтому перепишем последние 
равенства в таком виде

2ч

I
g (е'а) (е'а — 1) ё

Х+ (е'а)
- ' k°da 1 Г
“ - 1  “  2 Jо Х+ (х) sin —

Отсюда получаем окончательно
2* COS ( k +  —^ 0 1С г Ч 2 у

J ао Х+ (т) sin —
51л( ‘ + 1 )

а J
cifa =  0, k =  0, 1 ,..., —х — 1.

(15.28)
Обратим внимание на то, что полученные условия (15.28) 

отличаются по форме от полученных ранее условий разре­
шимости (15.19) той же неоднородной задачи, но при четном 
индексе.

В точках разрыва свободного члена g(t) любое решение 
нашей задачи имеет логарифмические особенности. Это сразу 
вытекает из связи интеграла ф, (z) с ядром Шварца с инте­
гралом типа Коши с той же самой разрывной плотностью. 
Логарифмические члены из интеграла ф, (д) нетрудно выде­
лить в виде отдельного слагаемого.

7°. При решении задачи (15.1) с коэффициентами G(t) и 
g (t), имеющими точки разрыва первого рода Д ,.. . ,  tm, удобно 
применять метод приведения к случаю непрерывных коэффи­
циентов, разработанный в общем случае Ф. Д. Гаховым 
[8, с. 465—478]. Надо иметь в виду, что у коэффициента G (t) 
точки разрыва t x, . . . , t m являются точками разрыва argG(^) =  
=  в(0, ибо в силу первого из условий (15.2) |G (/) | =  1 и 
в точках разрыва. Непрерывную ветвь 0( )̂ фиксируем на 
каждой дуге tktk+, и вычисляем значения

Ч +  Фа : _L in =  в(*А-0)-В(*А + 0)
2ы  G (tk +  0) 2я
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Все они вещественны, так что все Р* =  0. Допустим, что 
ар+1, ,  а.т — целые числа, а а , , . . . ,  — не целые. Возьмем
класс h (tx, . . . ,  t ) и, подобрав целые числа %к так, чтобы раз­
ности nk — %k =  '/.k удовлетворяли условиям

О <  X* <  1, k =  1,..., q; — 1 <  <  0, k =  q + l , . . . ,  р,
введем новую неизвестную функцию Ф, (z) при помощи ра­
венства

Ф(2) =  Д(2)Ф1(г), (15.29)
где функция Д(г) определена следующим образом

п (z — t„)k, z £ Dt,

(г) = ' '

Г1 (т- F0 "
Исходное краевое условие (15.1) переходит в условие 

(() =  G0(4 ФГ (0 +  g0(t)
-с коэффициентами

G0 (t) =  G (t) Д- (t)/h+ (t), g0 (t) =  g (t)l\+ (t).
Покажем, что G0(/) непрерывна на L0. Для этого пред­

ставим G0(t) в таком виде

Go(О =  G (<) П =  0(f )  П ( -  « * Г  Ч
k=\ ' k=\

Чтобы выяснить поведение функций =  (— ttk) * на L0, 
вспомним, что в выражении Д(г) под

-  ~tk =  (г — tk) k ( -  ztk) Х*

мы понимаем произведение любых однозначных ветвей функ­
ций (z — tk) k и cpft(z) =  (— ztk) к, на которые распадаются 
эти функции в плоскости с разрезами (tk , со) и (0, tk , оо) 
соответственно вдоль некоторой кривой, соединяющей точки 
z =  0 и z =  со и проходящей через точку tk . Функция <рk{t) 
есть предельное значение <?k(z) при z —>t£L0 из Do, непре­
рывная всюду на L0, кроме одной точки tk , в которой

4k (fft — 0) __ e -2mX*
4k (f* +  0)
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В силу этого свойства
Oo(t*-0) =  G(tk- 0) _ у Д Д - 0 )  =  =  e«** =  j
Go (fft +  0) G (<* +  0) <th (tk +  0)

Из симметричности функции A (z) следует, что Д+ (̂ ) =  
=  Д~ (/). Поэтому

G0 (t) G^T) =  О (t) A- (tj~ЩГ) Щ *)/*'+ (t) Д+(0 =  1.
Подсчитаем индекс функции G0(/). Для этого рассматри­

ваем приращение аргумента G0 (t) по всей окружности L0 как 
сумму приращений по дугам tk tk+i. Получим

т

Ind G0(t) =  -L  {InG0(t)}L =  - i -  V  {In G0(t)) =
0 2^/ k l k + \

k  =i
/? m

1 V1 In —0) , J_ y i  ln GGfe —0)
2 w Z j  G ((4 +  0 ) n ((» +  0) 2 m  Z j  G (tk +  0)

*= i k = p + \

=  xi +  ... -1- %v  +  Op+1 +  ... +  am.

Это число может быть как четным, так и нечетным. В обоих 
случаях решение задачи нам известно.

8°. Можно рассматривать задачу (15.1), задавая граничное 
условие не на всей окружности Z0, а лишь на конечном 
числе ее дуг akbk . В этом случае задачу известным способом 
[8, с. 478—481] можно привести к рассмотренной в пункте 7° 
задаче с разрывными коэффициентами. Для этого обозначим 
через совокупность всех дуг akbk , а через 1.2 — осталь­
ные дуги, так что L0 =  Ll \]L2. В точках линии Z2 искомая 
функция аналитическая и потому здесь Ф+ (̂ ) =  Ф- (̂ ). Но 
это равенство и краевое условие (15.1), заданное на , 
можно записать в виде одного соотношения на всей окруж­
ности L0

Ф+ (/) =  О. (О®- (*) +  £.(*).

Необходимые условия разрешимости вида (15.2) здесь, оче­
видно, выполнены. § *

§ 16. СИНГУЛЯРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
С ЯДРОМ ГИЛЬБЕРТА И КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА

1°. Применим результаты предыдущего параграфа к ре­
шению вещественного сингулярного интегрального уравнения

2 тс

a (s) ср (s) -  1 ср (о) ctg ^  do =  с (s). (16.1)
О
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Будем считать, что заданные периодические с периодом 2w 
функции a(s), b(s), c(s) удовлетворяют условию Н  и что 
ar{s) +  b2 (s) 0. Решения будем отыскивать также в классе
вещественных функций, удовлетворяющих условию Н.

Покажем, что уравнение (16.1) эквивалентно некоторой 
задаче Римана в классе симметричных функций.

Для этого введем вспомогательную кусочно-голоморфную 
функцию, которая представляет собой интеграл с ядром 
Шварца и плотностью, равной неизвестной функции <p(s):

®(*) =  f  f ? ( « ) - - .  (16.2)4п J  Т --- z  Т
Lq

Мы уже знаем, что Ф(2) есть симметричная ограниченная 
функция, принимающая в точке 2 =  0 чисто мнимое значение

2с

ф (0) =  ^  J ? (°) 7  =  £  j  ? (3) d°- (16.3)
L0 0

В точках t =  els£ L 0 ее граничные значения вычисляются по 
формулам

2«
Ф± (0 =  ±  ? (s) +  £  j  «р (a) Ctg ° -у - da.

о
Из формул (16.4) находим значения

i? (s) =  Ф+ (0 -  Ф“ (0.
2 it

~  J ? (о) Ctg da =  Ф+ (t) +  Ф“ (t)
о

и, подставляя их в уравнение (16.1), получаем
ф+ { t ) =  a(s) +  i b ( S) ф - ( А  + ----- М £) .

а  (.?) — ф  (.s') a  ( s )  — i b  ( s )

Таким образом, для определения симметричной функции 
Ф(д) получили задачу Римана (16.6), причем надо искать 
лишь те ее решения, которые ограничены и принимают в точ­
ке z =  0 чисто мнимые значения.

Легко доказать, что каждому такому решению задачи
(16.6) соответствует решение интегрального уравнения (16.1). 
Действительно, если Ф (z ) — одно из таких решений, то раз­
ность Ф+ (̂ ) — Ф“ (*), как скачок симметричной функции, пред­
ставляет чисто мнимую функцию, которую обозначим через 
i<p(s). Но, как следует из результатов пункта 1° § 15, функ­
ция Ф (z) как решение задачи о скачке

(16.4)

(16.5)

(16.6)
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принимающее при 2 =  0 чисто мнимое значение, единственно 
и имеет вид (16.2). Но тогда имеют место и формулы (16.4), 
подстановка которых в краевое условие (16.6) приводит 
к исходному уравнению (16.1).

2°. Приступая к решению задачи (16.6), заметим прежде 
всего, что ее коэффициенты

Ф+(г) — Ф (/) =  icp(s),

G{t) а +  ib 
а — ib ’ g (0  =

ic

а  — i b

необходимым условиям разрешимости (15.2) удовлетворяют, 
при этом G(t)^= 0 на L0, удовлетворяет условию Н  и имеет 
четный индекс

Ind G(t) =  2 Ind (а +  ib) =  2ч.
Ha основании изложенного в п. 3° § 15 общее ограниченное 
решение задачи (16.6) при ч > 0  имеет вид

Ф <Z) =  Г ____ £if>____  *  +
4л J (а  — /&)Х+(х) х — г х 

U
X

+  X (2) {а0 +  £  К 2 а (2) +  (2)]} , (16.7)
*=1

Х(2) =  ( 2 - 1 Г

Г(2) =  1 Г б ( а ) ^ ^ ,  в (s) =  arg (а +  ib).
2л J х — г х

U
Вычислим Ф(0).

Ф (0) =  lim X (г) [а, 2х (г) +  Рх «>х (г)] =
г-*- 0

=  lim X (2) [(ах +  грх) z  +  (ах — i[i%) z~x\ =
Z-+0

=  ( -  1)х еГ (0) к  -  *РЖ) =  ( -  1)х к  -  *РХ) е '\

где
Г 1C

О
Условие ИеФ(0) =  0 равносильно равенству 

ах cos а +  Рх sin а =  0.

(16.8)

(16.9)
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Так как cos а и sin а одновременно нулями быть не могут, 
то одна из постоянных ах или определяется, и в формуле
(16.7) остается ровно 2х произвольных вещественных постоян­
ных.

При х =  0 ограниченные решения задачи (16.6) опреде­
ляются формулой

Ф (z) =  е (г) С (д )

(а — ib) Х+ (а)
т  +  z dz 
т  —  Z  т

(16.10)

В этом случае

Ф (0) =  е'а |а 0
2 it

1_ Г ic (g) da )
4л J (а -  ib) Х+ (а) Jо

Отношение с(а)/(а — г£>)Х+ (а) является вещественным. По­
этому при выполнении равенства

Re Ф (0) =  а0 cos а
4л

С (а) da
(а — ib) Х+ (а)

(16.11)

могут представиться две возможности:
1) cos а =̂= 0. В этом случае из уравнения (16.11) а0 опре­

деляется и задача (16.6) будет иметь единственное решение.
2) cos a =  0. Но тогда s in a ^ O  и для выполнения равен­

ства (16.11) необходимо и достаточно, чтобы

С (a) da 
— ib) Х+ (а)

=  0. (16.12)

При выполнении этого условия задача (16.6) имеет целое 
однопараметрическое семейство решений (16.10).

Пусть х <  0. Мы знаем, что задача (16.6) будет иметь 
единственное ограниченное решение

Ф (Z) =  Г------cJl>------ 1 ± 1  d- l  (16.13)
4л J (а — ib) Х+ (л) х — г л 

и
лишь при выполнении — 2* — 1 дополнительных условий

2к
Г  С ( а ) (cos ka\■ da =
J  (а — ib) Х +  ( а ) ( S i n  ka J
0

» ф  (0) =  (— 1)* ^ A _ x , где

А -  1 Г-
С ( а )  л - х ~ 1 di

Го
(а — ib) Х+ (а) 2л

ic (а) ехр (— га-х.) 
(а — ib) Х+ (а)

da.
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Условие Re<J>(0) =  0 дает
2ч

Г ------£_(?}------ (cos a cos ха — sin а sin ха) da =  О,
J (а — ib) Х+ (а)о

или, что все равно.
2ч

с ------- £J (а — I
С (а )

ib) Х+ (а)
COS (а +  ха) da =  0. (16.15)

Таким образом, к условиям разрешимости (16.14) добавляется 
в этом случае еще одно условие (16.15). Всего имеем ровно 
(— 2х) дополнительных условий, которым должна удовлетво­
рять функция c(s).

3°. Вычислим теперь общее решение уравнения (16.1). 
Для этого находим

Ф+ (/) =  Х+ (0 ic (s)
2ч

1 С С (а ) - Ctg ------ da +
2 (a — ib) Х+ (t) 4те J (а — ib) Х+ (т) ь 2

k=\
+  а0 +  2 ^  (aft cos ks +  $k Sin ks) | ,

ф - (/) =  х - ( о  (- — ic (s) с (a) - Ctg ------  da -f
2 (a — ib) X+ (f) 4u J (a — ф) X+ (x) s  2

+  a0 +  2 (aA cos +  PA, sin &s) | ;
k=\

Ф+ (t ) _  Ф - <t) =  Д М  [x+  (0 +  x ~(01  +  
W ' (a — ib) X+ (0

+ x + ( Q - x -  (0
4tc I

C (a ) - Ctg -----5 da +
(a — ib) X+ (a) & 2

X

+  [X+ (t) — X-  (*)] ja0 +  2 ^  (aft cos ks + $k sin ks)
fc=i

X+ (t) =  ( t — l)—x (F — 1 p  ev (t) eib (s\

X - (t) =  { t -  l p  ( t -  l p  eT {l) P 0 (s);
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Х+ (0 +  X - (0 =  \t -  1 r 2x ег w 2 cos 0 (5) =
— I / _  1 Г 2 ж М ___2а(£)__

1 / в *  (5) +  &2 (s) ’

Х+ (*) -  X - (*) =  11 -  1 Г 21 ег (t)2i sin 0 (s) =

Пусть

,;= I i _  1 r 2v r (,) 2;7? 00
V a2 (s) + Ь2 (7) '

Л (s) =  —..а(*> , B(s) = -----Ь- ^ —  ,а2 (s) +  Ь2 (s) w  а2 (5) +  Ь2 (s)

Z{s) =  \ t — 1 Г 2хеГ(0К а 2 +  b2 =  (a - ib )X+ ( t ) .
Тогда

Х+ (/) +  X - (() =  2Л (s)Z(s), 
X + ( 0 - X -  (t) =  2iB(s)Z(s)  

и по первой из формул (16.5) при х > 0  получим:

<Р (5) =  С (s) A (s) +  — | ctg s— da +  2rc J Z (a) 2

+  2B (s) Z (s) j a 0 +  2 (ak cos ks +  §k sin ks)
*=i

При * =  0 из формулы (16.10) таким же образом найдем

<р (s) =  с (s) А (s) + B ( s ) Z ( s )
2ъ f

С 00 
Z(0 ctg р  da +  2a QB (5) Z (s),

где a0 определяется из уравнения (16.11), если cos а Ф 0, и 
является произвольной в случае cosa =  0, если при этом вы­
полняется условие (16.12), которое может быть записано 
в таком виде

2 тс
Г с (О
) Z(0)

da =  0.

При х < 0  на основании формулы (16.13) будем иметь 
единственное решение

ср (s) =  с (s) A (s) + B ( s ) Z ( s )
2я

2п

1
с(°)
Z(a) da
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лишь при выполнении — 2х дополнительных условий

da =  0, k =  0, 1 ,..., — х — 1,

С с (с) 
J 2 (a)О

COS (а +  хо) da =  о.

4°. Несколько иной метод решения уравнения (16.1) изло­
жен в монографии Ф. Д. Гахова [8, с. 270—280]. Он основан 
на приведении уравнения (16.1) к краевой задаче Гильберта 
для единичного круга.

Краевой задачей Гильберта для односвязной области D +, 
ограниченной гладким замкнутым контуром L, будем назы­
вать следующую задачу:

Найти аналитическую в области D + функцию F(z) =  
=  и (х , у) +  iv (х, у), непрерывно продолжимую на L, по грог 
ничному условию

Re [A (t)F(t)] =  c(s), t =  t ( s )£ L ,  (16.16)
где заданные на L функции А (/) =  А [2 (s)] =  a (s) +  ib(s) и 
с \t (s)] =  с (s) удовлетворяют условию Н , при этом \ А (() | =f= 0 
всюду на L.

Граничное условие (16.16) можно, очевидно, переписать
так

a(s)u(s) +  b (s) v (s) =  с (s). (16.17)
Еще Риман [52], рассуждая об условиях, определяющих ана­
литическую функцию, предложил одну из самых общих форм 
такого условия в виде соотношения, связывающего между 
собой граничные значения вещественной и мнимой частей 
искомой функции

Q [и (s), v(s), s] = 0 .

В граничном условии (16.17) функция 2 =  аи +  bv — с явля­
ется линейной относительно и (s) и t j (s ). Первая попытка 
решить эту линейную краевую задачу принадлежит Гиль­
берту [93] и потому, следуя Пикару [96], мы будем называть 
ее задачей Гильберта (в монографии Н. И. Мусхелишвили [41, 
с. 174] она названа задачей Римана—Гильберта). При Л (()=  1 
задача состоит в восстановлении аналитической в D+ функ­
ции по заданным граничным значениям ее вещественной части 
и носит название задачи Шварца.

Результаты Гильберта [94] оказались основополагающими 
в исследовании задачи (16.16). Он показал, что эта задача 
может быть приведена к последовательному решению двух
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задач Дирихле. Нётер [95] первым использовал эту краевую 
задачу для исследования вещественных сингулярных уравне­
ний с ядром Гильберта и таким путем установил основные 
теоремы, известные сейчас под его именем.

Из работ советских математиков, посвященных задаче
(16.16) и близких по идеям к работам Гильберта, следует 
прежде всего отметить работы С. Л. Соболева [61] и С. Н. Ну- 
мерова [44] (последняя работа, как указано в книге [51, 
с. 68—69], была представлена к опубликованию еще в 1936 го­
ду). Более известными являются работа И. Н. Векуа [5], где 
изложено полное исследование задачи (16.16) путем приведе­
ния к двум задачам Дирихле, и работа Ф. Д. Гахова [10], 
где задача (16.16) решена методом регуляризующего множи­
теля, состоящего в последовательном решении двух задач 
Шварца. Более подробно последний метод изложен в моно­
графии Ф. Д. Гахова [8, с. 236—270].

Задача Дирихле и задача Шварца, как известно [35, 
с. 202—213], решаются в замкнутой форме лишь для неко­
торых простейших по своим геометрическим свойствам об­
ластей, например, для единичного круга. Для любой другой 
односвязной области эти задачи эквивалентны задаче кон­
формного отображения этой области на единичный круг. 
Отсюда следует, что задача Гильберта, в отличие от задачи 
Римана, может быть решена в замкнутой форме лишь для 
тех односвязных областей, для которых известны функции, 
конформно отображающие их на единичный круг.

Что касается единичного круга, то, как показал Н. И. Мус- 
хелишвили [41, с. 168—189, 371—378], в этом случае задача 
Гильберта эквивалентна задаче Римана в классе симметрич­
ных функций.

Сейчас мы более детально познакомимся с решением 
задачи Гильберта для единичного круга. Сначала коротко 
изложим метод Н. И. Мусхелишвили, а затем построим ре­
шение задачи путем последовательного решения двух задач 
Шварца, не опираясь при этом на понятие регуляризующего 
множителя.

5°. Приведение задачи Гильберта (16.16) к задаче Римана 
в случае единичного круга осуществляется следующим обра­
зом. На комплексной плоскости z  вводится вспомогательная 
кусочно-голоморфная функция

Из свойства непрерывной продолжимости функции F (z) сразу 
следует продолжимость на единичную окружность L функции

(16.18)
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Ф (z), и из формул (16.18) имеем Ф+ (<) =  /7(0» ф - (0 =  ^Ч0* 
Эти значения вставляем в краевое условие (16.16), пере­
писав его в такой форме

Mt)F{t)  + A ( t ) F W ^ 2 c ( s ) .

Получаем краевое условие задачи Римана

МГ) Ф+ (0 +  А (О Ф- (0 =  2с (s). (16.19)

К нему надо присоединить условие симметрии

Ф(*) =  Ф ( | ) ,  (16.20)

вытекающее из равенств (16.18). Значит, функция Ф(г) должна 
быть ограниченным решением краевой задачи, подробно рас­
смотренной в § 15. Это решение можно получить по форму­
лам (15.17j и (15.11), полагая в них и =  0, х =  1пс1Л( )̂, 6 (t) =  
=  arg A(t), g (t) =  2с (s)/A (t) и присоединяя к ним при х < 0  
условия разрешимости (15.19). Полученная таким образом 
функция при z £ D + в силу первой из формул (16.18) будет 
решением задачи Гильберта (16.16). Сформулируем получаю­
щийся таким путем общий вывод о разрешимости задачи и 
числе решений.

Т е о р е м а  16.1. Если у непрерывной по Гельдеру функ­
ции A(t) =  a(s) + ib(s) индекс х >  0, то однородная задача 
Гильберта (с (s) =  0) и неоднородная (с (s) ф  0) безусловно 
разрешимы, и имеют 2х +  1 линейно-независимых решений.. 
Если  х <  0 то однородная задача неразрешима. Неоднород­
ная задача разрешима тогда и только тогда, когда функ­
ция с {s) удовлетворяет — 2х— 1 условиям разрешимости.

6°. Чтобы описать второй метод решения задачи Гиль­
берта, нам понадобится решение задачи Шварца в ее клас­
сической постановке и двух ее обобщений.

Задача Шварца, как уже говорилось, состоит в опреде­
лении аналитической функции F(z) =  u + iv в области D + по 
заданной на ее границе вещественной части. Значит,гранич­
ное условие этой задачи имеет тот же вид (16.16), где 
A(t)sз 1, и в случае единичного круга на основании изло­
женного в предыдущем пункте она эквивалентна краевой 
задаче

Ф+ (*) +  Ф- (t) =  2с (s) (16.21)
при условии (16.20). В обозначениях § 15 здесь Q(t) =  — 1, 
х =  0, X(z) =  i, z ^ D +, X(z) =  — i, z ^ D ~ ,  и при непрерыв­
ной по Гельдеру c(s) из формулы (15.17) при z £ D + получим 
известную формулу Шварца
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F (z) =  ±  f  c (a) T- ± i  *  +  ip0, x =  e’% (16.22)
2 яг J x — z x

L

где Po — произвольная вещественная постоянная.
Если функция с (s) в конечном числе точек sl , s 2. . . , s m 

имеет разрывы первого рода, то ограниченное симметричное 
решение задачи (16.21) в D + будет иметь тот же вид (16.22). 
Следовательно, форма решения задачи Шварца с разрывной 
граничной функцией c(s) та же самая, что и при отсутствии
точек разрыва, однако теперь точки tk =  e k ( k = \ ,  2 ,... ,  т) 
являются для F(z) особыми. Чтобы выяснить поведение 
F(z) вблизи любой из этих точек, положим 8. = c ( s k — 0 )— 
— с (sft+0), обозначим через In (t — tk) =  In 11 — / J  +  i arg ( t — tk) 
предельное значение из D + определенной ветви логарифми­
ческой функции In (z — tk), однозначной в плоскости с разре­
зом по лучу (tk , оо), введем непрерывную на L функцию

т

с { (s ) =  с (5 ) —  ^  5̂ -  arg (t — tk) (16.23)
*=i

и перепишем формулу (16.22) в таком виде

F(z) =  + 1 Ч (о)2 та J 
L

% +  z dz 
х — z 1

О
z  - f  z d z  

z  —  Z  z

(16.24)

Чтобы вычислить интеграл Шварца

FAz)  =  —  Г a r g  (t — v ' - ± >  £ _ - L  f  
* ' 2 « J  к-т — г t  2wJ ( — г

2 та J
L  f are (~ — **) wt =

x
r f x  =  cP * ( 2 ) -  7 < p * ( 0 ) ,

воспользуемся соотношением 2arg(T — ^) =  — j[ln(T — ^) — 
— ln (x—7ft)]. При z £ D + имеем

—  i l n ( x  —  t k )  d z  _ 1 _  Г  t  I n  (x  —  t k )  ^  =

x — z 2 тс/ J x — z
L

=  — i  In (z — t k )  +  i  In (— t k ) ,

ибо In ( t  —  t k )  есть граничное значение функции l n ^ j  — tk ^  , 
аналитической в D~. Значит,
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Fk (z) =  — i In (z -  tk) +  i In ( -  tk) +  j- In ( -  tk) -

— j i n  (— tk) =  — i In (z — tk).

Подставляя это значение в формулу (16.24), получим
т

F(z)  =  ip0 +  ^  U  (°) —  -  ~  V] ~  In (z -  tk). (16.25)
2  т  J  x  —  Z  x  %

L  k = l

is и
Отсюда видно, что каждая точка tk =  e является для F(z) 
логарифмической особой точкой.

Иногда приходится отыскивать решение задачи Шварца 
с полюсом заданного порядка в точке z =  0. Как и формула 
(16.22), это решение получается из формулы (15.17)

F(z) =  ± \ c  (о) d- l  +  Рп (Z) - Р п ( - V  (16.26)
2та J t  — z х \  z J

Оно содержит 2/г +  1 произвольных вещественных постоян­
ных.

Сейчас мы применим формулы (16.22), (16.25) и (16.26) при 
решении задачи (16.16) для единичного круга, предполагая 
по-прежнему A (/) и IA (t) | 4= 0.

7°. Следуя § 3 работы [77], положим A{t) =  \A ( t ) \e 'b {s) и 
запишем граничное условие (16.16) в таком виде

Re [е~ 9 (s)F(t) ]  =  с (s) \А  (/) Г 1. (16.27)
Если х =  Ind A (t), то функция 0 (s) непрерывна на L всюду, 
кроме некоторой точки s0, при переходе через которую она 
испытывает скачок 80 =  0 (s0 — 0) — 0 (s0 +  0) =  2кх. Обозначим 
через Г (z) интеграл Шварца с плотностью 0(s). На основании 
формулы (16.25) его можно выразить через интеграл Шварца 
с  непрерывной плотностью 0, (s) =  0(s) — 2xarg (/ — t0). Имеем:

2m  J x — z x 
L

°i (°)
x +  .2  

x —  2

— 2Ы In (z — t0) =  Г, (z ) — 2Ы In (z — t0). ( 16.28)
Однозначная функция

X (г) =  (z -  g - x -  70 е'т (г) =  (г) (16.29)

всюду в D + является аналитической и отличной от нуля, 
кроме точки 2 =  0, в которой у нее при х=£0 нуль или плюс
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порядка | * | . При z -+ t  =  e's функция X (2) имеет вполне опре­
деленный отличный от нуля предел

2 к
Х (0 =  в,,(,)е х р ( 1  [  0, (°) ctg ~ ~  do ^ , (16.30)

о

при этом, очевидно, X (t0 — 0) =  X (/0 +  0) =/= 0. Второй мно­
житель в выражении Х(^) вещественный. Поэтому, выразив 
e~ lb(s) через Х(/) из (16.30) и подставив в условие (16.27), 
получим

Re F( t )
х (о

2к
c (s) |i4 (0 l_1e x p ( i  i GМ 3) Ctg1—- d a )  =  c1(s).

(16.31)
Функция C[ (s) непрерывна и, следовательно, для определения 
отношения F(z)/X(z)  получилась обычная задача Шварца.

Пусть * >  0. Х(г) в точке z =  0 имеет в этом случае нуль, 
a F(z)/X (2) — полюс порядка х. Поэтому в силу формулы
(16.26)

/Ч2) =  Х(г)
т +  г  d z  

z  —  Z  т
+ P J z ) ~

где полином Рх(z) имеет произвольные коэффициенты ck =  aft+  
+  i$k . Задача (16.16) имеет 2* +  1 линейно-независимых ре­
шений.

При х < 0  X(z) в точке z =  0 имеет полюс порядка (— х). 
Поэтому, восстановив аналитическую в D + функцию F(z)/X(z) 
по условию (16.31), получим

F(Z) =  X  (Z) Г С, (а) ^ - г а-  +  i d  .
[2 та J т — z х )

L

ЧтобЬ1 обеспечить аналитичность F(z) в точке z =  0, разла­
гаем выражение в фигурных скобках в ряд Тейлора в окрест­
ности 2 =  0 и приравниваем нулю первые (— /.) коэффициентов

U ( 3) -  =  0,
2 ni J т

L

| сх (а) х_,г_1 й'т =  0, k = \ ,  2 ,..., — х — 1.
L

Отсюда получаем ро =  0 и — 2х — 1 дополнительных веще­
ственных условий разрешимости
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—  *  —  1,P ' W f r n f c } * - 0 - * “ 0 '0
при выполнении которых задача (16.16) при х < 0  имеет един­
ственное решение.

Изложенная схема решения задачи Гильберта напоминает 
решение задачи Римана. Задача Шварца играет здесь ту же 
роль, что задача о скачке в задаче Римана, а функция Х(г), 
при помощи которой задача Гильберта сводится к задаче 
Шварца (16.31) — роль канонической функции. Если учесть, 
что на основании (16.31) и (16.30)

Су (s)
c(s)

то и внешне зависимость общего решения задачи Гильберта
(16.16) от X(z) та же, что зависимость решения задачи Ри­
мана от канонической функции.

8°. Несколько слов об эквивалентности сингулярного урав­
нения (16.1) и краевой задачи Гильберта.

Возьмем формулу Шварца, восстанавливающую аналити­
ческую функцию F(z) =  u(x ,  у) + iv (х, у) в единичном круге 
по заданному граничному значению и (s) =  Re F (t):

/=•(*) =  — f « ( ° ) — -  +  to0. (16.32)2 та J x — z x
L

Если положить здесь z  =  0 и в полученном равенстве

и (0, 0) +  iv (0, 0) =  — ( и (о) — +  iv0
2 та J -сL

приравнять вещественные части, то получим известную тео­
рему о среднем для гармонической в круге | г |< 1  функции

2к
и (0, 0) =  — Г и (а) da,‘2п J и

на основании которой равенство мнимых частей можно запи­
сать в виде

2 те

"«О =  V  (0, °) =  ^  j  v  (°) d c - (16.33)
и

Из формулы (16.32) найдем граничное значение F(t) =  
=  «(«) +  iv (s):

2*
и (5) +  iv (s) =  и (s) +  Г и ( о )  ctg da +  ivQ,

2 та J  20
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откуда получаем

v(s) =  — \ Г j>“ (a) ctg i y i ^  +  ^0- (16.34)
о

Эта формула, связывающая между собой граничные зна­
чения вещественной и мнимой частей аналитической в еди­
ничном круге функции, называется формулой Гильберта. 
Она и позволяет привести сингулярное уравнение (16.1) в крае­
вой задаче Гильберта. Для этого надо ввести вспомогатель­
ную функцию F (z) =  и (х , у) +  iv (х, у), аналитическую внутри 
единичного круга, у которой u(s) совпадает с искомой не­
прерывной функцией ®(s), а v 0 =  v(0,  0) =  0. Тогда на осно­
вании формулы (16.34) уравнение (16.1) примет вид (16.17). 
Значит, уравнение (16.1) эквивалентно задаче Гильберта (16.17) 
при дополнительном условии

2к
I” V (a) da =  0.
6

Иной метод решения уравнения (16.1) путем приведения 
к краевой задаче Римана в классе периодических функций 
изложен в работе [78].

§ 17. ОБЩАЯ СХЕМА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ РИМАНА ДЛЯ 
АВТОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

1°. В теории аналитических функций понятие автоморф­
ности является обобщением понятия периодичности. Рас­
сматривается счетное множество дробно-линейных функций

(2)==^ 1 ± К ) ДА= а Л - Р л ^ 0. 07.1)
7*z + о*

k =  0, 1 ,...; «)0(д) =  г,
образующих группу. Однозначная аналитическая (с точностью 
до полюсов) функция F(z) называется автоморфной функ­
цией, принадлежащей рассматриваемой группе Н, если она 
инвариантна относительно преобразований этой группы, то 
есть, если

F H ( z ) \  =  F(z), 6 = 1 ,  2 ,... (17.2)
Самим определением в области существования автоморф- 

ной функции допускаются в качестве особенностей только 
полюсы, и, следовательно, известная теория автоморфных 
функций есть теория одного из классов мероморфных функ­
ций. Наиболее полное изложение этой теории дано в книге 
Л. Р. Форда [64]. Для удобства приведем некоторые необхо­
димые нам в дальнейшем факты этой теории.

2«
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Из условий автоморфности (17.2) следует, что если F(z) 
имеет в некоторой точке z 0 нуль или полюс, то и во всех 
конгруэнтных точках (z0) ф  z0, k = l ,  2,... она будет иметь 
нуль или полюс того же порядка. Чтобы убедиться в этом, 
надо принять во внимание равенство

(2) -  (г„) = Л* (г — гр)
Ч*г + 5*) (т*го + Ч)

(17.3)

На основании этого равенства представление 
F (z) =  (z — z0)m <р (z),

справедливое вблизи z0, где cp(z) — аналитическая и <р(г0) ф О ,  
можно переписать в таком виде

/ ? (г) =  К ( 2 ) - « > * ( г о ) ] и ? . ( г ) ,

где функция tp, (z) вблизи z0 имеет те же свойства, что и 
<p(z). Если в последнем равенстве заменить z  на шk l (z), то 
в силу условий (17.2) левая часть останется инвариантной и 
мы имеем

F(z) =  [z —coA(zo)]m«p2(z),
где функция ср2 (z) =  <рх [и>~!1 (z)] вблизи <oA(z0), очевидно, ана­
литическая и <р5 [о>*(20)] =  <Pi (z0) =h 0.

Когда точка г0 является неподвижной точкой некоторого 
преобразования группы <о (z), то определять порядок нуля или 
полюса в г0 по разложению F (z) в ряд по степеням z — z0 
неудобно, ибо здесь совмещенными оказываются два нуля z0 
и ш (z0). Более того, группе Н  наряду с преобразованием ш (z) 
принадлежат все преобразования порожденной им цикличе­
ской подгруппы

Z, ш (z), u)2 (z) =  u>o U)(z), со3 (г) =  О) о соо и>(z),
для которых z0 будет также неподвижной точкой. В общем 
случае циклическая группа бесконечна. Это сразу видно, 
если записать все преобразования о /(z) в канонической фор­
ме. Когда z'0 есть вторая неподвижная точка преобразования 
о» (z), имеем

=  / V *  , z0 , 4  ф  оо,
— z0 г — ze

— z0 =  г7 е'у6 (г — г0), z0 =£ оо, г' =  со. (17.4)
Если же г0 единственная неподвижная точка м(г), то

~ Г —  =  — ------Б J'h, z0 ф  оо, к ф  О,
о)-' —  Z 0 Z —  Zq

wJ =  z + jh, z 0 =  со.
(17.5)
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Из формул (17.4) и (17.5) видно, что циклическая группа, 
порожденная преобразованием <o(z), может быть конечной 
и состоять из р преобразований тогда и только тогда, когда 
для преобразования cu(z) имеем г = 1  и />9 =  2^k. В этом слу­
чае говорят, что преобразование со (г) имеет период р.

В случае двух неподвижных точек преобразование ш (г) 
называется эллиптическим, если г =  1, дф 2^k, гиперболи­
ческим, если г ф  1, 0 =  2тс£ и локсодромическим, если г ф  1, 
0 Ф 2r.k. Преобразование с одной неподвижной точкой назы­
вается параболическим. Значит, конечный период может иметь 
только преобразование эллиптического типа.

Поведение автоморфной функции F (г) в окрестности не­
подвижной точки '20 описывается с помощью униформизирую- 
шего параметра t

F(z) =  tm (а0 +  a, t +  ...), «0^ 0 ,  т — целое. (17.6)
Если 20 — неподвижная точка эллиптического преобразования 
периода р, то полагаем

\  2- г0 
t =  z~p, z0 =  со, г'0ф  О О ,

t = ( z  — Z0)p, 2 0 ф СО, z'0 =  СХЭ.

р
I , г0фсо, г0фсо,

(17.7)

Если же z 0 — неподвижная точка параболического преобразо­
вания, то

, /  , 2icc 1 \  ,t =*= exp ( ±  —--------- ), z0 ф  оо,
V Л г — z0 /

ехр Фу z ^  , z0 =  оо, (17.8)

выбирая знак так, чтобы t —* 0, когда z - ^ z 0 или когда г —>оо 
соответственно.

Точка С называется предельной точкой группы, если она 
является предельной для последовательности (шА (г)} при не­
котором z. Все неподвижные точки бесконечного порядка 
относятся к числу предельных.

Если точка С не является предельной, то она называется 
обыкновенной точкой группы И, а сама группа Н  называется 
в этом случае разрывной в точке С. Группа Ff называется 
разрывной на множестве Е, если она разрывна в каждой 
точке этого множества.

Примеры разрывных и неразрывных групп можно найти 
среди самых простых групп — циклических. Легко показать, 
что если порождающее преобразование w(z) не является 
эллиптическим, то циклическая группа Нс разрывна всюду
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кроме неподвижных точек to(z); если со (г) — эллиптическое, 
то Нс разрывна всюду, если Нс конечна, и не является раз­
рывной нигде, если она бесконечна.

Автоморфные функции существуют только для разрывных 
групп. Область их существования является областью разрыв­
ности группы и состоит, следовательно, из обыкновенных 
точек. Предельные точки группы являются существенно осо­
быми для автоморфной функции и, как правило, относятся 
к границе области существования F(z). Особым образом 
ведет себя автоморфная функция лишь в неподвижной точке 
параболического преобразования: на основании разложения 
(17.6), где t определяется формулами (17.8), при / п > 0  гово­
рят, что она является аналитической в точке z0, а при /и<О 
имеет полюс порядка т.

Доказано, что число предельных точек у разрывных групп 
может быть равно 0, 1, 2 и оо. По числу предельных точек 
разрывные группы разделены на следующие три класса:

1) Элементарные группы, имеющие не более двух пре­
дельных точек. Эти группы хорошо изучены и все перечис­
лены. К ним относятся не имеющие предельных точек конеч­
ные группы, состоящие из эллиптических циклических групп 
и групп правильных многогранников; группы с одной пре­
дельной точкой, среди которых основными являются одно­
периодическая группа Р х

(О<k(z) =  z + k'i, h ф  0, & =  0, ± 1 , . . . ;  (17.9)
двоякопериодическая группа Р2

t 0 ~ kxhx k2h2, kx, =  i  1, , (17.10)

Л1/Л2 =  ре'ф, ф=^2тт,

и конечное число групп, состоящих из преобразований вида
о) (z) =  ze~~IJ v +  kxhx +  k ji2, y"=l, 2 ,..., v; v =  2, 3, 4, 6, (17.11)
в каждую из которых в виде подгруппы входит Рх или Р2 • 
Группы с двумя предельными точками С =  0 и С =  оо состоят 
из таких преобразований:

а) ш =  amz, б) ш =  a’"bnz, | а | =f= 1, b =  е2т к ,
в) ш =  amz, ш =  атг ~ \  (17.12)
г) ш =  ambnz, ш =  a!"b"z~x.

Все остальные элементарные группы получаются из перечис­
ленных путем дробно-линейных преобразований Г-1 ° <ой ° Г (z) 
и являются изоморфными с ними.

2) Фуксовы группы, все предельные точки которых (их 
бесконечное множество) расположены на одной окружности 
и либо заполняют сплошь эту окружность (фуксовы группы
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первого рода), либо образуют нигде неплотное совершенное 
множество (фуксовы группы второго рода). В первом случае 
группа имеет две различные области разрывности — внутрен­
ность и внешность предельной окружности или, как ее еще 
называют, главной окружности. Автоморфные функции, 
принадлежащие фуксовой группе первого рода, через глав­
ную окружность непродолжаемы и изучаются, например, 
только внутри окружности. У фуксовых групп второго рода 
область разрывности бесконечносвязна.

Перечислить все фуксовы группы невозможно. Это свя­
зано с тем, что преобразования фуксовой группы первого 
рода, переводящие внутренность главной окружности 5  в се­
бя, можно интерпретировать как движения неевклидовой 
плоскости, моделью которой является S, а группы таких 
движений нельзя перечислить.

3) Клейновы группы. — это все другие группы с бесконеч­
ным множеством предельных точек, отличные от фуксовых.

У разрывной группы в области разрывности 5  всегда 
имеется такая область (односвязная или многосвязная), кото­
рая не содержит ни одной пары различных между собой 
конгруэнтных точек. Такая область называется фундамен­
тальной областью группы.

Когда группа состоит только из целых преобразований 
(ук =  0), фундаментальная область может быть просто по­
строена на основании геометрических свойств преобразова­
ний группы. Так, для группы вращений около начала на угол, 
кратный 0 =  2к/п,

wk(z) =  ze'Bk, k — 0, 1 ,..., п — 1,
фундаментальной областью будет любой угол с вершиной 
в начале величины 0. Фундаментальной областью одноперио­
дической группы (17.9) является любая полоса, ограниченная 
прямыми, связанными преобразованием w =  z + /i. Для двоя­
копериодической группы (17.10) фундаментальной областью 
будет любой параллелограмм со сторонами, параллельными 
векторам Л, и Л2 и имеющими длину этих векторов.

Если группа не содержит целых преобразований (всетй=А0), 
то фундаментальной областью будет внешность всех изо­
метрических окружностей группы

|Т*г +  «*1 =  / Ш ,  07.13)
расположенная в S.

Если же группа содержит как целые, так и нецелые пре­
образования, фундаментальная область строится следующим 
образом. Все целые преобразования группы, имеющие общую 
неподвижную точку z0 =  oo, образуют подгруппу. Пусть R«> 
есть фундаментальная область этой подгруппы. Затем строим
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изометрические окружности группы. Пересечение внешности 
всей совокупности этих окружностей с /?те, расположенное 
в S, и будет фундаментальной областью всей группы.

Если над построенной таким образом фундаментальной 
областью R выполнить все возможные преобразования, при­
надлежащие группе, то получится множество конгруэнтных 
областей <»k(R), не перекрывающихся попарно. Каждая из 
областей u>ft(/?) является в свою очередь фундаментальной 
областью группы.

Граничные точки любой фундаментальной области обра­
зуют множество попарно конгруэнтных сторон. Когда группа 
не содержит целых преобразований, стороны представляют 
из себя дуги изометрических окружностей. Каждые две кон­
груэнтные стороны имеют одинаковые длины. Преобразова­
ния, связывающие конгруэнтные стороны, образуют множе­
ство порождающих преобразований группы. Внутренние точки 
сторон являются обыкновенными, а концы сторон либо 
неподвижными точками эллиптических преобразований конеч­
ного периода (они для краткости называются вершинами) 
либо предельными точками. Среди вершин могут быть точки 
конгруэнтные друг другу.

Если стороны R встречаются только в вершинах и пара­
болических неподвижных точках и если кроме параболиче­
ских точек граница не содержит никаких иных предельных 
точек, то R имеет конечное число сторон. Таковыми являются 
фундаментальные области всех элементарных и фуксовых 
групп.

Обычно к фундаментальной области R присоединяют не­
которые точки ее границы, а именно, одну из двух конгру­
энтных сторон и одну из совокупности конгруэнтных вер­
шин. Полученное множество R0 называют фундаментальным 
многоугольником группы, а чаще по-прежнему фундаменталь­
ной областью.

Из условий (17.2) следует, что автоморфная функция при­
нимает в конгруэнтных точках одинаковые значения. По­
этому достаточно изучить ее лишь в фундаментальном мно­
гоугольнике группы.

Для групп, фундаментальная область которых имеет ко­
нечное число сторон, автоморфные функции, которые мы, 
следуя Форду, будем называть простыми автоморфными 
функциями, обладают рядом замечательных свойств.

1) Каждая простая автоморфная функция F(z), .отличная 
от постоянной, имеет в фундаментальной области R0 полюсы. 
Число нулей и полюсов одинаково. Это число называют по­
рядком F(z). Каждое свое значение в R0 простая автоморф­
ная функция принимает одно и то же число раз, равное порядку.

2) Дюбые две простые автоморфные функции данной груп­
пы алгебраически зависимы, иными словами для любых двух
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таких функций Fx (г) и F2 (z) группы FI существует много­
член Q(u, v) от двух переменных с постоянными коэффи­
циентами, такой что

(*№ (*) ,  F«(z)\ =  0 (17.14)
для всех значений 2, при которых определены F{ (z) и F2(z). 
Для любой группы И  можно найти такие Fx (z) и F2(z), через 
которые любая отличная от них простая автоморфная функ­
ция F(z) той же группы И  выражается в виде рациональной 
функции с постоянными коэффициентами.

В качестве примера здесь можно взять двоякопериодиче­
скую группу Р2. Все простые автоморфные функции этой 
группы (их называют обычно эллиптическими) являются ра­
циональными функциями от функции Вейерштрасса

р (z) =  2“ 2 +  ((г — Л)~2 — А-2], Л =  rriyhy +  т2!:,,

и ее производной р'  (г):
F{z) =  ср, [ р (2)] +  р'  (г) <?.,[р (г)].

Алгебраическое уравнение, связывающее p{z) и р ' (z), имеет 
следующий вид

\р' (z)\2 =  4Р3 (2) -  g2 р (2) -  о-3 ,
где g2 и g-3 —вполне определенные постоянные.

3) Если существует простая автоморфная функция f ( z ) 
группы Н, имеющая единственный простой полюс в R0 и 
аналитическая во всех остальных точках, то каждая простая 
автоморфная функция группы является рациональной функ­
цией от / ( 2).

Примером может служить функция ехр(2r.iz/h), имеющая 
период Л; параболическая точка 20 =  оо являются для нее 
единственным простым полюсом в полосе периода R0; каж­
дая периодическая с периодом Л функция, имеющая в полосе 
периода конечный порядок, будет рациональной функцией 
от ехр(2тг/г/А) [37, с. 556—562]. В следующем параграфе мы 
познакомимся с видом функции /(г )  в случае любой конеч­
ной группы.

Функция f( z )  называется обычно основной автоморфной 
функцией или основным инвариантом группы.

Для двоякопериодической группы Р2 основного инварианта 
с единственным простым полюсом в параллелограмме перио­
дов не существует. Иввестная классическая теорема устанав­
ливает, что всякая эллиптическая функция принимает одно 
и то же значение по крайней мере два раза в параллело­
грамме периодов. Но два основных инварианта p ( z ) и р ' (z), 
как мы уже указывали, позволяют построить любую эллип­
тическую функцию.
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Неэлементарные группы в силу свойства 2) также харак­
теризуются в общем случае двумя инвариантами Fx (z) и F2(z), 
связанными алгебраическим уравнением Q(Fl , F 2) =  0. Из­
вестно, что основной инвариант /'(г) с единственным про­
стым полюсом в /?0 существует тогда и только тогда, когда 
род р алгебраического уравнения Q(u, v) =  0 равен нулю. 
При рф=0 наименьший порядок простой автоморфной функ­
ции в Я0 равен р +  1.

2°. В дальнейшем мы будем рассматривать автоморфные 
функции более общего класса. Их отличие от простых авто- 
морфных функций в том, что в фундаментальной области Rn 
в качестве особенностей, кроме полюсов, допускаются линии 
разрыва первого рода. Такие функции мы будем называть 
кусочно-голоморфными или кусочно-аналитическими авто- 
морфными функциями.

Приведем более полное и точное определение кусочно­
голоморфной автоморфной функции.

Пусть Н  есть некоторая разрывная группа дробно-линей­
ных преобразований с областью разрывности S, фундамен­
тальная область Я0 которой имеет конечное число сторон. 
Обозначим через Z 0 простую гладкую линию, лежащую в R0.

Рассмотрим в 5 функцию Ф (z) со следующими свойствами:
1) Ф(г) инвариантна при преобразованиях группы Н

ф  К  ( * ) ] = * ( * ) ;  ( 1 7 Л 5 )
2) в точках области R0, не лежащих на линии L0, Ф(г) 

является аналитической всюду, кроме, может быть, конечного 
числа точек, где у нее полюсы конечного порядка;

3) все существенно особые точки Ф(г) являются предель­
ными точками группы Н , отличными от параболических точек; 
в окрестности последних поведение Ф(г) описывается разло­
жением вида (17.6);

4) Ф(г) имеет непрерывные граничные значения , Ф+ (t) и 
Ф_ (t) всюду на /,0, кроме, может быть, конечного числа 
точек, вблизи которых Ф (z) удовлетворяет условию

|Ф (* )|<
const 0 <  а <  1.

Фунцию Ф(г), удовлетворяющую перечисленным свойствам, 
назовем кусочно-голоморфной автоморфной функцией, при­
надлежащей заданной группе Н, с линией скачков

Из всех задач на построение кусочно-голоморфной функ­
ции по заданным свойствам ее граничных значений мы рас­
смотрим только граничную задачу Римана:

Найти кусочно-голоморфную автоморфную функцию Ф<г), 
принадлежащую группе Н, с линией скачков 10 , на кото­
рой она удовлетворяет условию

Ф+ (/) =  О (0Ф " V) + g(t), t £ L 0t (17.16)
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имеющую в точках  г , , г2,. . . ,  z m фундаментальной области 
R0 полюсы порядка не выше v , , v2 ) . . . , vm соответственно.

Заданные на L0 функции О (t) и g(t)  мы будем считать 
принадлежащими классу //„ и G(t)=£0 всюду на Z,0.

Все линии Lk =  wk(L0) для искомой функции Ф(г) также 
являются линиями скачков. Пользуясь граничным условием
(17.16) и условиями автоморфности (17.15), нетрудно получить 
граничные условия для Ф(2) на всех этих линиях. Если функ­
ции v>k(z) отображают линию Z.0 в линию Lk с сохранением 
направления обхода, то из условий (17.15) имеем

Ф±(/) =  Ф±К (0], t £ L 0.
Подставляя в условие (17.16), получаем

Ф+К ( 0 ]  =  G (0 ® ~ K W ] +  g(t), t £ L 0,
или, заменяя t £ L 0 на t £ L k ,

Ф+ (0 =  О К , (<)]Ф'(<) +  г К 1(<)], (17-17)
16 7-fc, k =  1, 2,...

Если преобразования группы Н  отображают 10 в с изме­
нением направления обхода, то в условии (17.17) Ф+ и Ф-  
надо поменять местами.

Таким образом, на линиях Lk функция Ф (г) также удовле­
творяет краевым условиям задачи Римана.

К необходимости изучения краевой задачи Римана для 
автоморфных функций приводит попытка решить сингуляр­
ное интегральное уравнение, отличное от характеристиче­
ского, путем приведения его к задаче Римана. Рассмотрим 
полное сингулярное уравнение

а (0 <р (0 + +  k (t, т) ср(т) dx =  с (t), (17.18)

заданное на некоторой гладкой линии Z,0. Допустим, что 
ядро k( t , х) удовлетворяет условию Гёльдера по обеим пе­
ременным и по переменному t является аналитически про- 
должимым однозначным образом с линии L0 на всю плоскость 
комплексного переменного 2 или на какую-то область 5  этой 
плоскости. Для однозначной кусочно-голоморфной функ­
ции в S

(17.19)

линия Z.0 будет линией скачков. Если функция <р(/) на L0 
принадлежит классу /70 или Н  *, то граничные значения инте­
грала (17.19) в точках t, отличных от концевых, будут вы­
числяться по формулам Сохоцкого
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ф+ ( о —ф - (0 =  ср (0.
ф+ (i) +  ф - (t) ■ Л  Г71/ JLq

+  £(/, х) <p(x)dx (17.20)

и из уравнения (17.18) на L0 будем иметь
[a (t) +  b (0] Ф+ (0 =  [a (t) -  Ь (/)] Ф- (t) +  с (/). (17.21)

Но интеграл (17.19), кроме линии Ln, может иметь еще 
другие особые линии, являющиеся особыми линиями функции 
k(z, х). Допустим, что все эти линии

являются аналитическими. Очевидно, на основании условия 
(17.21) для функции Ф(^) на каждой из особых линий Lk по­
лучится краевое условие задачи Римана тогда и только 
тогда, когда: 1) множество функций (г) представляет диск­
ретную группу преобразований области S  на себя и 2) зна­
чения функции Ф (z) при преобразованиях этой группы пре­
терпевают линейные подстановки, то есть

ф К  (г )] =  Pk (z ) ф (z) +  Як (*)• (17.22)
Если полученная краевая задача Римана в рассматриваемом 
классе кусочно-голоморфных функций решается в явном 
виде, то по первой из формул (17.20) в явном виде может 
быть найдено и решение исходного сингулярного уравнения 
(17.18) (при наличии эквивалентности между ними).

Условия автоморфности (17.15) являются частными слу­
чаями соотношений (17.22).

3°. Чтобы дать общую схему решения задачи Римана для 
автоморфных функций, проанализируем внимательно схему 
решения обычной задачи Римана.

При решении задачи Римана основными были два момен­
та: 1) построение канонической функции X(z), при помощи 
которой задача в общем случае сводилась к задаче о скачке 
4*+ (t) — (t) =  с (t); 2) решение задачи о скачке.

Частное решение задачи с ненулевым скачком c(t), пред­
ставляющее из себя интеграл типа Коши с плотностью c(t), 
определяет тот математический аппарат, при помощи кото­
рого получается решение задачи и в общем случае.

Задача с нулевым скачком позволяет определить число 
линейно-независимых решений в допустимом классе кусочно­
голоморфных функций и процесс ее решения сводится к по­
строению рациональной функции с заданными полюсами 
в виде линейной комбинации простейших дробей. Легко убе­
диться, что для базиса при построении рациональных функ­
ций ядро Коши (т — z)- f  служит производящей функцией. 
В самом деле, разложим ядро Коши по переменному т в ряд 
Тейлора в окрестности некоторой точки z0 ф оо:
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'  _ L  =  _  y i —
Z — Z h  ( z - z 0)'+ '

j= 0
Рациональная функция ф(г) с полюсом порядка п в точке z 0 
записывается через коэффициенты этого разложения

lj(z, z 0) =   ----- ^ 7— , j  =  о, 1 ,...,(z —z0y+‘
взятые со знаком минус, следующим образом

<|>(z) =  C +  £  аД-_, (z, z0),
7=1

а рациональная функция с полюсами в точках г , , . . . ,  zm по­
рядков /г ,,.. . ,  пт соответственно в виде

Ф (z) =  С +  V v  a]k (z, zk).
ft=l 7=1

При z 0^=oo разлагаем ядро Коши в ряд Лорана в окрест­
ности т =  оо:

оо

Здесь каждый коэффициент (z, оо) =  z \  j =  О, 1,... имеет 
на бесконечности полюс порядка j  и любой полином степе­
ни п запишется в виде Pn(z) =  а0 +  а,£, (z, оо) +  ... +  an̂ n(z, со).

При построении канонической функции X(z) приходится 
перебрасывать нули и бесконечности функции ехрГ(г:) поряд­
ка выше допустимого с линии скачков в некоторые точки, 
не лежащие на этой линии. Для этого функция ехр Г (z) умно­
жается на рациональную функцию

т

ч М - П С т Д г , ) ” ' * -  ' * € i ’ г ^ 1 'к = 1
имеющую нули и полюсы в известных точках. Эта рацио­
нальная функция также тесно связана с ядром Коши. Легко 
видеть, что

Z— tk
2 —  Zfc

=  exp

и, значит, 
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7i ( - ) = n  еХР { - Ч4 х “ 2}-
*-l zk

В следующих параграфах мы проследим внимательно за 
решением задачи Римана для автоморфных функций, принад­
лежащих различным не изоморфным друг другу элементар­
ным группам. Мы увидим, как проявляются свойства каждой 
группы в процессе решения задачи, и в то же время убедимся, 
что общая схема решения остается той же, что и при реше­
нии обычной задачи Римана. Для каждой из рассматриваемых 
групп частным решением задачи о скачке будет некоторый 
аналог интеграла типа Коши, ядро которого либо автоморфно, 
либо (как в случае двоякопериодической группы Р2) изме­
няется при преобразованиях группы на постоянное слагаемое. 
Построение этого ядра А (z , т) является одним из самых 
важных моментов при решении задачи и уже на этом пер­
вом этапе проявляются свойства каждой конкретной группы. 
Имея А (z , ~), пз разложения

оо
A(z,  т) =  — V (2, z 0) И — z 0)J (17.23)

j=о
получаем линейно-независимые функции (z, z0) для построе­
ния простой автоморфной функции группы по известным по­
люсам и вычисляем функции

'к
Е (z, tk , zk) =  exp I j‘ A (z, т) й(х| ,  (17.24)

zu
необходимые при построении канонической функции. Ясно, 
что свойства функций (г, z 0) и E(z, tk, zk) зависят от свойств 
соответствующей группы и это также приходится учитывать 
в процессе решения задачи.

§ 18. СЛУЧАЙ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Конечная группа Н  не имеет ни одной предельной точки 
и, значит, ее область разрывности 5 совпадает с расширен­
ной комплексной плоскостью. Бесконечно удаленная точка 
принадлежит хотя бы одной из фундаментальных областей. 
Именно эту фундаментальную область мы и обозначим че­
рез R 0. Будем считать, как обычно, что расположенная в R0 
линия Z.0 бесконечных ветвей не имеет.

1°. При постановке задачи Римана для автоморфных функ­
ций мы уже отмечали, что для искомой функции Ф (z) все 
линии Lk =  (Z.0), конгруэнтные относительно преобразований

m
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рассматриваемой группы Н, являются линиями разрыва и на 
них Ф(г) также удовлетворяет граничным условиям вида
(17.17), получающимся из граничного условия (17.16) на L0 
при помощи условий автоморфности.

Приступая к решению задачи о скачке, выпишем гранич­
ные условия на всех линиях Lk , & =  0, 1 ,..., п — 1, предпо­
лагая ради простоты, что все преобразования w4(z) перево­
дят Z.Q в Lk с сохранением направления обхода:

Ф + ( 0 - ф - ( 0  =  ^ К 1(0], * 6 4 .  А =  0, 1, . . . , « - 1. (18.1)

Не заботясь пока об автоморфности, рассматриваем эту за­
дачу как обычную задачу о скачке для совокупности непе- 
ресекающихся между собой линий L0, Z.,, . . . ,  Ln_ ,. Частным 
решением этой задачи, исчезающим на бесконечности, явля­
ется функция

Ф,(г) , y ' j _
L i 2л/ J x — z 2ni J 6 L i <»j (x) — z

j=  0 L: La j = 0

Запишем ядро последнего интеграла

А (Z,
П—1

(т)
шу ( х )  —  Z

(18.2)

в более удобной для нас форме. Для этого из соотношения
A у (х — г)

находим

О,- ( )̂   W;(Z) 1  , Л v ,
7 W  ; V  ;  (Ту х +  чу) (Ту2 +  Чу)

“ у ( х ) ту

Так как

то

“У ( А  — “ У ( 2 ) х —  г Тут +  чу
:м замены z на о)-1 (2) получаем

Шу ( т ) 1 ТУ
<оу ( х )  —  г X —  “7 1 (2) тут +  ?у

ту 1

7ух +  чу т  —  ш Т 1 (оо)

“у (Ч 1 1

“ у ( х )  —  2 X - -  Ч ) - 1 (Z ) х —  и > у 1 ( о о )

(18.3)

(18.4)
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Подставим эти выражения в правую часть формулы (18.2). 
При этом учтем, что функция w” 1 (z) есть одно из преобра­
зований нашей группы и совпадает, допустим, с функцией 
uk(z). Тогда будем иметь

/2—1
А (г, т) =

*=о

1 1
•' — “*(*) -с — “*(°°)

(18.5>

Из последнего представления видно, что функция А (z, т) 
по переменному z  автоморфна относительно преобразований 
группы Н; в точке г =  оо и в конгруэнтных ей точках и)А(оо) 
обращается в нуль; линия Z.0 и все линии Lk, k =  1 , ,  п — 1 
являются для А (г, г) полярными линиями первого порядка.. 
Поэтому интеграл

( z ) = ± \ g ( r ) A ( z ,  r)dr, (18.6)
2та J 

Ц
представляющий собой автоморфную функцию, обладает 
в фундаментальной области R0 всеми свойствами интеграла 
типа Коши. В частности, его граничные значения в точках 
линии Z.0, отличных от концевых, вычисляются по формулам

ф? (О =  ± (О +  .-г-. Г g (Т) Л (/, г) dr. (18.7)
2 2 та J

Ц
Это сразу следует из представления A (z, т) вблизи L0 в виде 

A (z, г) =  —--- h В (z , "),
т — z

где функция В (г, т) п р и г £ /.0 непрерывна. Такие же свойства 
имеет интеграл (18.6) вблизи линий Lk , k = \ , . . . ,  га— 1. Убе­
диться в этом можно непосредственной проверкой, опираясь 
на формулы (18.3) и (18.4).

Интеграл (18.6) мы будем называть автоморфным анало­
гом интеграла типа Коши в случае конечной группы, а ядро 
этого интеграла Л (г, т), выраженное через преобразования 
группы по формуле (18.5),— автоморфным аналогом ядра 
Коши.

Заметим, что свойство обращения в нуль в точке z =  co 
не является существенным для интеграла Ф, (z) и ядра Л (z, г). 
Если взять

фо (г) =  Ф, (z) — Ф! (г0) =  Г g (т) Л0 (z, т) dr, (18.8)
2тн J

Ц
л-1

Л0 (z, г) =  A (z, г) — A (z0, г) =  ^ 1

k= о <*>* (z) r — u>k (г0)
(18.9)

181



обращающиеся в нуль в точке z0£ R 0, z 0 =£ оо, то эти функ­
ции по г  автоморфны и при переходе через линию (и ли­
нии Lk) ведут себя также, как функции Ф, (г) и А (z , т). По­
этому Ф0(г) и A 0(z, т) можно также брать в качестве анало­
гов интеграла типа Коши и ядра Коши соответственно.

2°. Займемся теперь задачей построения простой авто- 
морфной функции группы Н, имеющей в области R0 заданные 
полюсы.

Заметим, что простая автоморфная функция, принадлежа­
щая любой конечной группе, как однозначная аналитическая 
функция, не имеющая в расширенной плоскости других осо­
бенностей, кроме конечного числа полюсов, является рацио­
нальной функцией. Казалось бы проще всего при известных 
полюсах записать эту рациональную функцию в виде суммы 
простейших дробей и подбором их коэффициентов обеспе­
чить выполнение условий автоморфности. Однако, этот путь 
приводит к сложным, трудно обозримым вычислениям и мы 
при решении поставленной задачи последуем указанию пре­
дыдущего параграфа и используем в качестве производящей 
функции полученное нами ядро А (z , г).

Построим сначала простую автоморфную функцию <J> (z) 
с единственным полюсом порядка v в точке z =  ^0 б Не­

допустим, что z0=A оо и не является неподвижной точкой 
преобразований группы. Запишем разложение (17.23) нашего 
ядра A(z,  ')  в окрестности т: =  ;гп. Коэффициенты этого раз­
ложения при помощи представления (18.5) легко вычисляются:

Мы видим, что они представляют собой простые автоморф- 
ные функции, имеющие в фундаментальной области R0 един­
ственный полюс z0 порядка у +  1 (/ =  0, 1,...). В бесконечно 
удаленной точке все они обращаются в нуль.

Запишем главную часть разложения Лорана функции ф (z) 
в полюсе z0 в виде

Из свойств tj(z, z0) следует, что автоморфная функция

У =  О, 1,...

S(Z — z0)7
(18.11)

?(z) =  £ c A _ i(z , Z0)
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имеет в точке г0 полюс порядка '> с той же главной частью
(18.11). Значит, разность ^ ( z ) - ’f(z)  будет постоянной, как 
простая автоморфная функция, не имеющая полюсов, и мы 
получаем

v

<i> (z) =  С + 2  Cjlj_i (z, Zq), (18.12)
j =i

где С — некоторая постоянная.
Если г 0 =  оо, но по-прежнему не является неподвижной 

точкой группы, то из разложения А (z, т) в окрестности т =  оо

A(z,  ')  =  2  (z, оо)/ту + 1

S-(г , oo) =  zj +  2  1 К ( г ) ] ; — К ( ° ° ) ] ' ) -  (18.13)
k = \

Значит, у нашей функции

ф (2) =  +  Cv_! ZV_1 +  ... +  CyZ +  Сй +  —  +  ...
z

и у автоморфной функции

<Р («) =  2  Cj \j (z, ОО) 
y=i

на бесконечности одинаковые главные части, и эти функции 
отличаются друг от друга лишь постоянным слагаемым. Таким 
образом, в этом случае

ф(г) =  С +  £ c / j ( z ,  °о). (18.14)
;= 1

Когда полюс z0 является неподвижной точкой эллипти­
ческого преобразования периода р, то при определении глав­
ной части функции ф(г) мы должны ввести переменное t при 
помощи одного из равенств (17.7) и определить главную часть 
преобразованной функции в точке t =  О

С, Со с,
^  + -  +  ... +  - it t2 е

Отсюда, возвращаясь к переменному z, получим главную 
часть ф (z) в г0

+
<*—*0 V  ( z - z 0)2p

yip

+  .. .+  •
(z — z„)

yp z  0 =7̂ °°>

yp
cxzp +  c2z p +  ... +  Ĉ Z , Z0 =  oo.

(18.15)
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Используя те же функции (18.10) и (18.13), получим:

ф (z) =  С +  2  C j  %jp_x (z, z0), z 0 Ф oo, 
j =i

ф (z) =  C +  2  C j  \jp (z, oo), z0 =  oo. 
j -1

(18.16)

При этом надо учитывать, что в случае z0 =  co в выражении 
ядра (18.5) и в формулах (18.13), определяющих £,■ (z, оо), 
отсутствуют члены, содержащие и>А(оо) =  оо.

На основании изложенного легко получается следующий 
общий результат.

Т е о р е м а  18.1. Пусть ф (г) есть простая автоморфная 
функция с полюсами z ,,  z2, . . . , zm порядков v , , v2 , . . . , vm 
й обыкновенных точках области R0 и полюсом порядка v0 
в неподвижной точке z0 эллиптического преобразования 
периода р. Тогда

т — 1

ф (г) =  С +  2 J  Cj q (z, z?) +  2 m 5,- (z, oo) +
?=1 7=1 7=1

+  S  C7. 0̂ - l ( 2,Z0), zm =  OO, z0 фоо, (18.17)
/'=1

m v0
ф (z) =  С +  2 £  C j '  q (z, z?) 4 -  £  C j  ljp (z, oo), z0 =  O O , (18.18)

?=1 7=1 7=1

где простые автоморфные функции Ey (z, z?) и S;-(z, oo) опре­
деляются no формулам вида (18.10) м (18.13) соответственно.

При построении простой автоморфной функции с одним 
полюсом в фундаментальной области мы получили попутно 
и простую автоморфную функцию /(z ) с единственным в z0 
простым полюсом, называемую основным инвариантом группы. 
Когда полюс находится в обыкновенной точке группы z0, то

/(z )  =  £0 (2. Z 0) =

Л—1
( — !—
( “ А (2) —  20

А = 1

1
“А (°°) — z0 Z<) Ф °°,

Л —1
/(z )  =  £,(z, oo) =  z +  £ { ioa (z ) — o)ft(oo)}, Z 0 =  oo. (18.19)

k = l

Когда z 0 — неподвижная точка порядка /?, то 
Р/(г) =  Ip-1 (г, z0) =  (z -  z0)-p +

л—1
+  2  { К  (z) -  Z<TP -  К  (°°) -  « о Г Ь  Z0 =£ ОО,
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p f ( z )  =  ^  (z , oo) =  Zp +  £  ( К  (г)]р — [шА М П ,  2 0 =  oo.

(18.20)
Обратим внимание на последний случай, когда /(г )  опре­

деляется одной из формул (18.20). Легко видеть, что в этом 
случае £; (г, г0) =  const при всех j < p  — 1 и $,(z , oo) =  const 
при j  < р, как простая автоморфная функция, не имеющая 
полюсов.

Например, у двучленной циклической группы ш0 =  г, 
«1=2  — 2 неподвижными точками являются z0 =  1 и 2̂  =  00. 
Здесь

l0(z, Zq) =  (со0 -  1)“ ‘ +  (ш, — I ) - 1 =  0,
М * ,  г ') =  <о0 +  о>1 = 2

и основными инвариантами группы с полюсами в точках. 
z0 =  1 и 2q =  oo соответственно будут функции

/ ( г )  =  7^1 (*. 20) =  - j  [ К  -  1)“ 2 +  К  -  1)“ 2] =  (z -  I ) " 2,

f ( z )  =  7 M Z , 0  =  j K  +  °>1)=Ф — l)2 +  1.

В случае /7-членной группы вращений

iok(z) =  ze-mkp, k =  0, 1,..., /7— 1,
неподвижными точками порядка р являются z0 =  0 и 2̂  =  00., 
Здесь

М 2- ~о) = ^ j  [°
А=0

:(2)] —2то* и+щр _

*=о
=  (  0 ,  / ' < / 7 — 1 ,

1 / 7 2  <  /' =  /7— 1,

«/(г, 0 ,  / '  <  /7,

PZP, j  =  p,

и основными инвариантами с простыми полюсами в 20 =  О 
и z'0 =  00 являются соответственно f ( z )  =  z~p и f ( z )  =  zp.

В конце предыдущего параграфа мы отмечали, что любая 
простая автоморфная функция является рациональной функ­
цией от основного инварианта. Получим в качестве примера 
связь между ядрами А (2, т) и A 0(z, т) и между основным 
инвариантом / ( 2).
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Допустим для простоты, что полюсом f ( z )  является обык­
новенная точка группы z0, так что f(z)  определяется одной 
из формул (18.19). Рассмотрим функцию

/ '  Р) 
/(* )-/< * )

f i n -[/(X)—/(г)].
d z

(18.21)

По переменному х это есть рациональная функция (не авто- 
морфная) с простыми полюсами в нулях разности / ( т)—f(z)  
и в полюсах /(х). Нулями/ ( х ) —  / ( г )  являются точки х =  «)й(г), 
k =  0, 1 ,..., /г— 1; в них функция (18.21) имеет вычеты +  1. 
Полюсами /(х) являются х =  шk(z0), k =  0, 1, п — 1; в них 
вычеты функции (18.21) равны — 1. Значит, функцию (18.21) 
можно представить в виде суммы простейших дробей

/  (х) 
/ ( " ) —/(« )

/1-1

ft=0

1
т  —  0)ft (Z 0)

Сравнивая это равенство с формулами (18.5) и (18.9), видим, 
что

LL <т) = { A 0(z, х), z0=£co,
/ ( * ) - / ( * )  \ A ( Z ,  X), г0 =  оо.

(18.22)

Справедливость формул (18.22) легко проверяется и в том 
случае, когда полюс z 0 находится в неподвижной точке груп­
пы и /(г ) определяется формулами (18.20).

Формулы (18.22) позволяют выразить любую простую авто- 
морфную функцию, принадлежащую конечной группе, через 
основной инвариант f(z) .

Если взять функцию — %j(z, г ,) , где г* — обыкновенная 
точка группы и zm=t=z§, то, как коэффициент при (х — zr )j 
в разложении A(z, х) в ряд Тейлора в окрестности x =  z0 , 
эту функцию можно представить в виде

Mz, z , )  = ~  % г[А(г ,  x)U

d J _

d z i
' f ' C)

t=z*
Pjlf(z) 1

[ / ( г ) - / ( г .  )]'+>
(18.23)

где P j ( f )  — полином степени j  с вполне определенными коэф­
фициентами. Если же zt =  z0, то

Д-1 (z, z0) =  Pj [f(z)\, z0^  со, 
Ey(z, z0) =  Pу [/(z)], z0 =  oo.

(18.24)

Коэффициенты полиномов определяются здесь сравнением 
главных частей в z0 в этих равенствах.
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Из формул (18.20) следует, что соотношение (18.23) оста­
ется справедливым и в том случае, если полюсом f{z) явля­
ется неподвижная точка группы z0, а вместо соотношения
(18.24) имеем

hP- 1 (z ' zo) =  Pj № ) ] ,  20 ^  co>
\jp (z, z 0) =  Pj [ f ( z )\, z0 =  oo.

Отсюда вытекают:
Т е о р е м а  18.2. Если ф(г) есть простая автоморфная 

функция с единственным полюсом 2* порядка v в R0, т о

Ф(г) =
р , [/(г)]

[ /( г ) - /(г * )Г  ’
Ф (г) =  /\ !/(*)],

z* Ф1 z o > 

г* =  *0.
(18.26)

где zQ — полюс f { z )  в R0, a Pv ( / )  — некоторый полином 
степени v.

Т е о р е м а  18.3. Пусть ф (z) есть простая автоморфная 
функция с полюсами г , ,  z.2, . . . ,  zm порядков Vj, v2,. . . ,  vm 
соответственно в фундаментальной области R0 и f ( z ) — 
основной инвариант группы с полюсом z0. Тогда

Ф(*)= - ....----------------- , v =  v1 +  ... +  vm, (18.27)

П [/(* )-/(* у )Г у
>=1

если одна из точек г , , . . . ,  z,„ не совпадает с z0, и

Ф (z) = ----Т 4 ' т- 1
Р; [/(2)1

П  1 / ( 2 ) - / ( 2 ; ) ]  j
i= i

(18.28)

если zm =  z„.
Представления (18.26) получаются на основании формул 

(18.23)—(18.25) из представлений (18.12), (18.14) и (18.16), 
а формулы (18.27) и (18.28) из формул (18.17) и (18.18).

3°. Чтобы найти общее решение задачи (18.1), рассмотрим 
разность ф (г) =  Ф (z) — <1», (z) (или Ф (z) — Ф0(г)). Так как обе 
автоморфные функции Ф (z) и Ф, (z) (или Ф (г) и Ф0(г)) при 
переходе через линию L0 имеют одинаковый скачок ^(0> 
то на линии Z.Q функция ф (г) имеет равные граничные значе­
ния ф+ (0 — ф_ (П и, значит, ф (z) является простой автоморф- 
ной функцией группы, полная система полюсов которой 
в фундаментальной области R0 совпадает с заданными полю­
сами искомого решения. Пришли к только что рассмотрен­
ной задаче построения простой автоморфной функции группы,
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имеющей в области /?0 полюсы z x, . . . ,  zm порядков v, , ..., vm 
■соответственно. Когда все точки z t , . . . ,  zm являются обык­
новенными точками группы, расположенными в R0 на конеч­
ном расстоянии, получаем

т q

ф (z) =  j g (*) л  (z, T) dx +  С +  ch q 5;_, (z, z q), (18.29)
?=1 ]= 1

где С и cjq ( j  =  0, 1 , . . . ,  v? — 1; < 7 = 1 , . . . ,  / ^  — произвольные 
постоянные. Если один из полюсов, например zk , будет не­
подвижной точкой группы порядка р, то в формуле (18.29) 

(z, z k) надо заменить на ljp_x(z, zk). Если же zk =  оо, то 
\ j_x\z,  гк) заменяется на %j(z, оо) или hj p (z, оо) в зависимости 
от того, будет ли бесконечно удаленная точка обыкновенной 
или неподвижной точкой группы.

Если простые автоморфные функции выражать не через 
преобразования группы, а через основной инвариант, то 
вместо формулы (18.29) будем иметь

и

f  ' (х) dX
/W -/(* >

+
Л  [/(г)]

т

П  [ / ( * ) - / ( * , и *
<7=1

(18.30)

V =  V, +  ... +

Это в случае, когда ни один из полюсов z x, ..., zm не совпа­
дает с полюсом z0 основного инварианта / (z). Если же zk , 
например,-совпадает с г 0 , то в знаменателе второго слагае­
мого формулы (18.30) выражение [f{z) — f ( z ^ k отсутствует. 
Если же все точки z x , . . . ,  z m совпадут с г 0 , то формула (18.30) 
примет вид

Ф (г)= 7 ~. f S (х) ТТТ^ТТТ +  Л  [/ ( Г)1 08.31)2та J /(*)—/(z)ц
и определит все решения задачи (18.1), имеющие в точке z0 
полюс порядка не выше v. Решение, исчезающее в точке z 0, 
единственно и определяется той же формулой (18.31), если 
положить в ней Р  ( / )  =  0.

Итогом изложенного является
Т е о р е м а  18.4. Задача определения автоморфной ку­

сочно-голоморфной функции, принадлежащей конечной груп­
пе и имеющей в фундаментальной области Р 0 порядки не 
выше в Zj, по заданному скачку g(t) класса Н0 на глад­
кой линии Z.Q, лежащей в области R0, имеет v +  1 линейно­
независимых решений. Все они определяются формулами
(18.29) или (18.30) и (18.31).
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4°. Решение однородной задачи
Ф+ (t) =  G (О Ф- (0, t ^ L 0^ R 0, (18.32)

проведем лишь для того случая, когда линия L0 состоит из 
замкнутых контуров 1Г. Из-за отсутствия исключи­
тельных точек на L0 решение задачи отыскиваем в классе 
кусочно-голоморфных функций, имеющих непрерывные гра­
ничные значения во всех точках линии L0 .

На каждом из контуров /у- выделим точку tj и примем ее 
за начало обхода. Пусть ху — индекс функции G (t) относи­
тельно l j . Фиксируем на каждом /,■ какое-либо одно значе­
ние 1пОу (̂ ). На всей линии L0 получим таким путем функцию 
In G (t), непрерывную всюду, кроме точек t j ( j =  1 ,..., г), где 
юна претерпевает разрывы первого рода со скачками, рав­
ными

2nixj =  In G (tj -  0) -  In G {tj +  0). (18.33)
Положим

H z) In G (t) dx — — \
2 rt JЦ

inG H )/ '  (x) d  ( 18 34) 
/ ( * > - / ( * )

Пользуясь формулами (18.7), нетрудно убедиться, что авто- 
морфная кусочно-голоморфная функция ехрГ(2) удовлетво­
ряет краевому условию (18.32). Однако эта функция в общем 
случае не будет решением однородной задачи, так как для 
нее может оказаться нарушенным условие существования 
непрерывных граничных значений в точках t j £ L 0.

Чтобы убедиться в этом, выразим интеграл Г (2) с раз­
рывной в точках tj ( /  =  1, ..., г) плотностью через такой же 
интеграл

г * (*) ( -  -0 In G, (х) dx (18.34)
и

с непрерывной всюду на L0 плотностью
In G* (t) =  In G (t) — y.j In (t — z'j), t £ l Jt ; = l , . . . , r ,  (18.35)

где, как в пункте 1° § 6, под In {t — z'j) понимается предель­
ное значение из области D f  (внутренность lj) вполне опреде­
ленной ветви логарифмической функции In (2 — z'j), 
однозначной в комплексной плоскости с разрезом {z'j, t j ,  00). 
Имеем

Г (2) =  г  (2) + | л (г , , ) 1 п ( , - г; ) * .
j=l ч

(18.36)
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Чтобы вычислить интеграл

1 С 1п( '  — г )  )-  ‘ ---------- — d i +т — гч
+ Ш -*=i и

1_  р I n (X — Z j  ) ________1_  р 1п(х — г} )

“ А (2 ) - Г2 та J х —  шк (ао)
dz\,  (18.37)

используем тот же метод, каким мы вычисляли интеграл 
типа Коши с плотностью (t) в п. 1° § 6. Берем интеграл 
по вспомогательному замкнутому контуру Xj, состоящему 
из l j , берегов разреза (г'-, tj) и малой окружности с цент­
ром Zj, целиком лежащей в D f .  По интегральной формуле 
Коши

, 1 C In (t Zj  )
2m J x — z 

xj l 0,

\ In К  (г) — z'-], «о-1 (Д
2та J t —  a>k (2) 

X; l 0, 26 V  (£>+),

и по интегральной теореме Коши

!n (t —  2,- )
1 d x -  0.2 та J 

XJ
1 — “A (<*)

Отсюда получаем

_1_ Г ^ - t ' j ) d_ _ Г1 rfx , ( In (z-z'j), z (: D?,
2 m )  x - Z J x 2 j o, Z ^ D f ,

'  V

J_  j. in (X — g; > d_ =  dx +  J In К  (г) -  г)], г 6 ик 1
2 * i J  » - « * ( * )  J T- “*(*) |  0, со-1 (D + ),

; zj

j _  .  т ( , - г; )  ^  p ______л _____

2It» J t  — и*(сзо) J -c — Wft(oo)/ r '
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Подставляя эти интегралы в правую часть равенства (18.37)^ 
находим • и

Ij (z) =  Л (z, x) dz +  In Fj (z) =

zi

=  ln + l aFj(z), (18.38)

где f  (z) — основной инвариант группы с полюсом в некото­
рой точке z0^ R 0, отличной от точек z'j и tj (у =  1, —, г), 
a Fj(z) — кусочно-голоморфная функция, определенная равен­
ствами

F {z) =  \ z £ u>k l (Dt)>
'  I 1, z t V 1 (Я /-), Л =  0, 1 , . . . , л - 1 .

Подставим значения (18.38) в формулу (18.36). Получаем

Г (z) =  Г (z) +  InF(z) + Y * j l n  , (18.39)
LA  / ( 2) — f t y )
i =i J

где

/=■ (г) =  П  ^  (-) =  ( (18.4 0 )

j=\ J l 1-
k =  0, 1, ..., n — 1; y =  1, 2 ,..., r).

Из формулы (18.39) видно, что автоморфный аналог инте­
грала типа Коши Г (z) с плотностью, имеющей в точках t j ^ L 0 
разрывы первого рода, имеет в этих точках логарифмические 
особенности. Все эти особенности в формуле (18.39) выделены 
одновременно в виде отдельного слагаемого по аналогии 
с обычным интегралом типа Коши (6.5).

При помощи формулы (18.39) функцию ехрГ(;г) можно 
записать в виде

eT(z) =  F(z) ег*(г,[1
7 = 1

откуда видно, что в тех точках tj, где %j <  0, граничные 
значения этой функции обращаются в бесконечность.

Если обе части равенства (18.41) умножим на произведение

П  1/(2)
7=1

7 7 \ lj)
/(2 )—/(«'■ ) (18.41)
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то получим автоморфную каноническую функцию однород­
ной задачи

Г
х  (г) =  *Г(г)П  [/ (г )-/(/,■)] *У' =

=  F(z)eT*u) П  [ / ( « ) - / ( « ; ) ]  Ч (18.42)

обладающую следующими свойствами:
1) она имеет всюду на Z.0 непрерывные по Гёльдеру гра­

ничные значения Х+ (t) и Х~ (t), нигде не обращающиеся 
в нуль и удовлетворяющие граничному условию (18.32)

2) во всех точках z £ R 0, z £ L 0 она имеет нулевой поря­
док, кроме, может быть, точки г0 — полюса основного инва­
рианта, где X(z) имеет порядок (—/), х =  х, +  ... +  жг : нуль 
или полюс порядка |х | в зависимости от того, будет ли х >  О 
или х <  0.

Порядок X(z) в фундаментальной области, взятый со зна­
ком минус, то есть число *, будем называть индексом зада­
чи (18.32).

При помощи канонической функции X(z) нетрудно полу­
чить общее решение однородной задачи. Из краевого усло­
вия (18.43) находим G (t) =  Х+ (t)/X~ (t) и подставляем в усло­
вия (18.32). Получаем

Значит, отношение Ф (z)/X(£) есть простая автоморфная функ­
ция, имеющая в области R0 полюсы порядков v, , ... , vm в по­
люсах Z j,..., z m искомой функции Ф(z) и при х > 0  полюс 
порядка х в точке zQ. Функцию Ф (z)/X (z) мы можем запи­
сать в двух формах: либо через функции £Дг, z ), либо через 
основной инвариант f(z ) , откуда получим два представления 
общего решения однородной задачи

X +(t)= G (t) X~ (0; (18.43)

Ф+ (О Ф-  ( 0 , ,
* ► Г 1—t Г)

х+ (0 х -(0

(z, Z q )  +  (z, z0) j , (18.44)
х

т ~
®(z) =  X (z )P I+ J / ( z ) ]  П  [ П г ) - П г я)\ Ч  (18.45)

Оно содержит х +  v -f 1 произвольных постоянных.



Если х < О и  < +  v > 0 , то однородная задача также раз­
решима и ее общее решение определяется теми же форму­
лами (18.44) и (18.45), только в первой из них надо положить 
сх — ... =  сх =  0. При х +  v <  0 решений, отличных от нуля, 
однородная задача не имеет, ибо в этом случае Ф(г)/Х(2:) =  0 
как простая автоморфная функция, имеющая в области R0 
больше нулей, чем полюсов.

При решении многих прикладных задач приходится отыс­
кивать регулярные всюду в области R0 решения однородной 
задачи. Из изложенного вытекает 

. Т е о р е м а  18.5. Разрешимость и число решений одно­
родной задачи Римана в классе регулярных кусочно-голо­
морфных автоморфных функций зависит только от вели­
чины индекса х. При х ;> 0 задача имеет х +  1 линейно­
независимых решений, все они определяются формулой

Ф (г) =  X (г) {С+ £  C j (г, z 0)} =  X (г) Р, \f(z)\. (18.46)
Л-1

При х <  0 регулярных решений однородная задача не имеет- 
5°. Рассматривая неоднородную задачу Римана (18.16)> 

ограничимся лишь отысканием регулярных в фундаменталь­
ной области R0 решений. Для этого воспользуемся канони­
ческой функцией (18.42) и перепишем краевое условие (17.16) 
следующим образом

ф + (О _  Ф~ СО =  g ( 0  t  г  i  

х+ (о х -  (о х+ (о ’ с 0 (18.47)

Значит Ф(г:)/Х(2)есть кусочно-голоморфная функция, имеющая 
на /-о скачок, равный g{t)/^-+(t), и конечный порядок х 
в фундаментальной области R0, а именно, полюс порядка х 
в точке zn при х >  0. На основании изложенного в п. 3° по­
лучаем при х >  0 общее решение неоднородной задачи в таком 
виде

х—1
ф (*) =  f  ̂  л  (z, Т) dx +  X (Z) {с  +  £  C j  \j (г, г 0) }  =

и " о
Х(г) Г g(x) f'(x)dx

2W J  Х+(т) / ( т ) - / ( г )
+  X (z) Р% \f{z)\. (18.48)

При х < 0  отношение Ф(г)/Х(г) обращается в нуль в точке 
z 0 и потому задача (18.47) имеет единственное решение

Ф(£)
X (г)

_1_
2 т

Г £00 
J Х+ (т)

Л  (Z, ") dx, (18.49)
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откуда получаем

Ф(г) = X(z) Г g(x)
2w J  Х+ (т)

и
A 0(z, х)dx = X(z)

2r.i
Г_£1± / '  <T) dT
J X+(T) f ( x ) - f ( z )  .

(18.50)
В случае г0 =  оо здесь вместо Л0(г, т) надо поставить A (z, т). 
Полученная функция Ф(г) в точке z0 в общем случае имеет 
полюс порядка — х — 1 и, следовательно, регулярным реше­
нием неоднородной задачи не является. Но если разложение 
функции (18.49) в окрестности г0 начинается лишь с члена, 
содержащего (z — 2Й)* при г0ф со  или z~x при z0 =  оо, то 
формула (18.50) определит единственное регулярное решение.

Чтобы получить разложение функции (18.49) вблизи z0, 
разложим сначала по степеням z — z0 ядро Л0 (z, т) =  A (z, х)— 
— A (z0, т) или по степеням z~v ядро A (z, -). Для этого вос­
пользуемся представлением ядра A (z, х) в виде (18.2). Полу­
чим при г0ф  оо

А  (г, х) =  £  т]j (х, z0) (z — z0)J, 
J=i

It-Ж.
V j  ( T >

ft= 0
[<■>* (x) —z,H+l , j  — 1, 2 ,..., (18.51)

а при z0 =  oo

A (z, t) =  — £ т]у(т, oo)2_(;+1),
/=0

n —1

7|y(т, оо) =  XI [“ *(x)]7<•>*(x), / =  0,1,.... (18.52)
ft= 0

На этом основании разложение функции (18.49) вблизи д0 
можно записать в таком виде

где

ai

Ф(г)
X ( г )

Y iaj{z — zQy, Zq ф  оо, 
/=1

£&yZ~(y+1), z0 =  oo, 
/-0

±  Г g(t) 
2*i J Х+ (т)

Го
Z0)rfx, J_ Г g(x) 

J  Х+ (*)
Го

'чДх, oo)rf-:.
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=  0, то естьЕсли а х =  ... =  а_ж_! =  0 или Ьй= Ь { =  ... =  b 
если

1............  ... 1, (18.53)

Г _g_00_ (т оо) дт =  0,
J x + w  ;io

I, := 0 ,  1, .... - X - 2 ,  (18.54)

то функция (18.50) будет решением неоднородной задачи.
Нами доказана
Т е о р е м а  18.6. При х > 0  неоднородная задача Римана 

имеет х +  1 линейно-независимых регулярных в фундамен­
тальной области R0 решений. Все они определяются фор­
мулой (18.48). При х<0 в общем случае неоднородная задача 
регулярных решений не имеет. Единственное регулярное 
решение (18.50) существует тогда и только тогда, когда 
g(t) удовлетворяет — х — 1 дополнительным условиям  (18.53) 
или (18.54), в которых функции (г, z0) определяются фор­
мулами (18.51) или (18.52) соответственно.

Функции fij (т, z0) можно выразить через основной инва­
риант f ( z )  и его производную. Тогда условия разрешимости 
(18.53) и (18.54) примут другую эквивалентную форму

Убедиться в справедливости этого утверждения мы предо­
ставляем самому читателю.

6°. Когда при построении канонической функции (18.42) 
мы убирали нули и бесконечности у функции ехрГ(г) в точ­
ках t j £ /.„, то суммарный порядок ехр Г (z) в этих точках, 
равный — х, стал порядком X (z) в точке г 0 — полюсе основ­
ного инварианта f(z ) . Можно в качестве канонической функ­
ции использовать другую функцию, которая будет отличаться 
от функции (18.42) лишь тем, что отличный от нуля порядок 
она будет иметь в нескольких точках фундаментальной об­
ласти R0, при этом ее суммарный порядок в R0 останется 
по-прежнему равным — х. Так, если обе части равенства 
(18.41) умножить на

., — х — 2. (18.55)

П
Г

/(г) —/(*;) 
/ ( г ) - / Ц  )

то получим функцию
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4 = e * (z)F{z), (18.56)Х1(г) =  / (г)П
/= i

-1—X

имеющую порядок — %} в точках z ' ^ D f  (у =  1 ,..., г). Это 
сразу следует из формул (18.40), определяющих функцию F (z).

Проследим за построением общего регулярного в /?0 ре­
шения задачи Римана при помощи функции (17.16).

Приводим'краевое условие (17.16) к виду (18.47), где вместо 
X(z) будет стоять X! (z). Отношение Ф(г)/Х[(г) в тех точ­
ках z j, в которых Xj >  0, имеет полюсы порядка х;. , а в тех z'., 
где Xj <  0, нули порядков — ху. . Предположим, что неотрица­
тельными являются Xj, . . . ,  xs (s <  г), a xJ+1, ,  xr — отрица­
тельными. Пусть х, +  ... +  xs =  х+, xi+1 +  ... +  xr =  — х_ , так 
что х =  х+ — х~. Учитывая полюсы Ф (z)/Xj (z) в точках 
z [ , . . . ,  z s , мы запишем эту функцию в виде

cJ .gb -l(Z’

(18.57)
В это представление вошло х+ +  1 постоянных С, Cj q. Но 
среди э'^их постоянных не все будут произвольными, так как 
функция (18.57) должна в точках z's+l, ,  z'r иметь нули по­
рядков — х_5+1,. . . ,  — хг соответственно. Это дает ровно х~ 
линейных алгебраических неоднородных уравнений

Ф(г)
Х,(г) =  5 Ы х Т Й Л ( г ’ т ) Л  +  С + ^

U ч= 1 i= 1

dP
dzP X,(Z) L=.

, = 0 , /7 =  0, 1 ,..., — Xj— 1, 
j  =  S+  1 ,..., Г,

(18.58)

связывающих С и cjt .
Если x >  0, to x+ >  x“ и всем уравнениям (18.58) можно 

удовлетворить подбором х~ постоянных c J  q; остальные 
х+ 4- 1 — х~ =  х +  1 постоянных останутся произвольными и 
задача будет иметь х +  1 регулярных линейно-независимых 
решений.

Если х =  0, то х+ =  х~, так что число неизвестных в си­
стеме (18.58) лишь на единицу больше числа уравнений. 
Однородная система (18.58) соответствует задаче построения 
простой автоморфной функции ф (z), у которой известны все 
полюсы z'j,.. ., z ’s и все нули z' , , . . . ,  zr и их одинаковое 
число. Такая функция определяется с точностью до постоян­
ного множителя и может быть записана в таком виде



где z« — произвольная точка области R0. Значит, ранг си­
стемы (18.58) равен х“ — числу уравнений, х~ неизвестных, 
например, все с;- <7, можно выразить через С и задача Римана 
(однородная и неоднородная) имеет однопараметрическое 
семейство решений.

При * < 0  имеем х+ <  х~. Возьмем любые х+ +  1 уравне­
ния системы (18.58), из них все х+ +  1 постоянных С, Cj 
определятся единственным образом, ибо соответствующая 
этим уравнениям однородная система представляет из себя 
условия обращения в нуль простой автоморфной функции

имеющей х+ полюсов, в х+ +  1 точках и отличных от нуля 
решений не имеет. Если эти найденные значения С, Cj вста­
вим в остальные х~ — х+ — 1 =  — х — 1 уравнений системы 
(18.58), то получим дополнительные условия, которым должна 
удовлетворять функция g (t), чтобы неоднородная задача 
имела единственное регулярное решение.

Таким образом, если вместо канонической функции X(z), 
определенной формулой (18.42), взять каноническую функ­
цию X, (г), определенную формулой (18.56), то теоремы 18.5 
и 18.6 останутся справедливыми, но при их доказательстве 
приходится проводить дополнительное исследование разре­
шимости системы (18.58).

7°. В заключение докажем такую теорему.
Т е о р е м а  18.7. Решение задачи Римана для автоморф- 

ных функций не зависит от выоора основного инварианта.
При доказательстве теоремы ограничимся рассмотрением 

регулярных решений задачи. 1
Пусть / ,  ( г )  есть простая автоморфная функция группы Н, 

имеющая в фундаментальной области Р0 единственный и при 
том простой полюс в точке z l ф  z„, не лежащей на линии 
Предположим, что принимая эту функцию за основной инвa^ 
риант группы, мы получили решение неоднородной задачи 
Римана

Ф1(г)_ к м  i- j rw
2w J хФ р) f\ Р) —Л (z)иI +  * i (*)<?, [/.(*)]. (18.59)

где
. )г

х 1 ( 2 ) =  / , ( г ) П [ / 1 ( ^ ) - / 1 ( ^ ) ]  *у,
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Покажем, что функция (z), определенная этими форму­
лами может отличаться от функции Ф (г), определенной фор­
мулами (18.48), (18.42), (18.33), лишь на функцию вида 
X(z) Q* [/(д)], где Q* — многочлен степени не выше х.

Рассуждаем следующим образом. Функция f x (z) как про­
стая автоморфная функция с простым полюсом в фундамен­
тальной области, будет дробно-линейной функцией от инва­
рианта f ( z )

f i  (г) =  , Д =  а8 -  ф  0. (18.60)
1/(г) + 5

Отсюда находим

Л (О - Л  (Ж) м ш м
[7/(2) +  5 ] [т/ (т) + 6]

<т> / '  (О________ i f  М
/i (') — f\ (2) /  О) — /  (2) 1/00 + 5

7/ (2)+о / 4 0
l / ( z )  +  5 / ( т) —/( 2 )

(18.61)

(18.62)

и, следовательно,

r ‘ (Z) =  2 ^  j  l l l G ( T )
L 0

Г  О) dz 
/ ( 2) - / ( z )

то есть

/ '  (z)rfz
l/(z) + 5

Г, (г) =  Г (г) +  а, (18.63)
где а — постоянная.

Учитывая (18.63) и (18.61), легко получаем

X1(2) =  A lh /(2 ) +  3]I X(2), (18.64)
где М — вполне определенная постоянная

М  =  еа\ - '  П  
1= 1

Обозначим для краткости первое слагаемое в правой части 
равенства (18.59) через /. На основании соотношений (18.62) 
и (18.64)

X (z) C *(*) 1/ ( 2) +  51x + 1 / '  (z) rfz
2m J X+ (T) . l / (z )  +  5. /  (x) ' /  (2)

Х ( г )  Г g ( x )

2т JX+(T ) / ( x ) - / ( z )
L,
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X(z) Г g(x) Г Гт /(г )  +  81Н-1 _  j ]  f  (x)rfx 
2Ы J X+(t) l b / <*) + »] J / ( x ) - / ( z )  ’Lq

и так как
П / ( г )  +  <Ч*+1 _  j  =  [ T / ( z )  +  8], + 1 - [ T / ( x )  +  8],l+1 =

Ь /(Ч  + Ч  [K/(x) + 8]I+l
- = № ) - / ( г ) ] /С К /(«)],

где АГ[т, /(г)] есть многочлен относительно /(г ) степени х, 
легко заключаем, что

/  =  Н£> Г J i l l  -J-'J l l l l . +  х  (z) Q; [/(г)], (18.65)
2w J X+(x) / ( t ) - / ( z )  l l / W J  v

Lq

где Q* — вполне определенный многочлен степени не выше х. 
Внося это выражение в правую часть формулы (18.59) и пре­
образуя на основании (18.60), (18.64) второе слагаемое в этой 
формуле, получим

®l(z)
X(z) Г g(x) f  (х) rix

2«i J  X+(x) / ( x ) - / ( z )L
+ x (g )Q :[ /(2 )]  +

+  Л 4 [ т / ( 2 )  +  8 ] 1 Х ( 2 )  Q x
'«/(*) + PI
. ! / ( * ) +  »J

X ( Z )  f* g ( x )  / '  ( x ) r f x

2r.i J  X+(x) / ( x ) - / ( z )
Lq

+  X (z) <?*№ )]•

Сравнивая последнее выражение <!>! (г) с представлением Ф(г 
по второй из формул (18.47), видим, что обе функции имеют 
одинаковую структуру и отличаются друг от друга лишь на 
некоторое регулярное решение однородной задачи. Теорема 
доказана.

§ 19. ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ПОВТОРЯЕМОСТЬ ОСОБЫХ ЛИНИЙ

Будем рассматривать однопериодическую группу с основ­
ным периодом 2тс

Р \ : ш* (z ) =  2 +  2ix£, k =  0, ±  1, ...

Через R0 обозначим вертикальную полосу 0<Rez<2-n: ,  на­
зываемую часто полосой периода.

Бесконечно удаленная точка является неподвижной пара­
болической точкой всех преобразований группы Р , . В об­
ласти R 0 находятся две части ее окрестности: верхний конец 
полосы периода, где Im z =  у >  0, и нижний конец полосы
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периода, где у  <  0. При изучении однопериодических с пе­
риодом функций на верхнем конце полосы периода бу­
дем вводить параметр t =  elz =  е'х е~у и исследовать преобра­
зованную функцию вблизи t =  0; на нижнем конце с той же 
целью будем полагать t =  e~iz =  е~‘хеу.

1°. Если бы мы стали отыскивать однопериодическую ку­
сочно-голоморфную функцию по заданному скачку g  (/) на 
гладкой линии Z,0, лежащей в полосе периода R0, тем же 
самым приемом, что и в случае конечной группы, то вместо 
конечной суммы (18.2) получили бы бесконечный расходя­
щийся ряд

=  у  1
шд, (т) — z т  ̂+  2къ

k =  — oo — оо

Из теории мероморфных функций известно, что этот ряд 
пррстейших дробей можно „подправнть“ путем вычитания 
из общего члена его значения при х =  z. В результате полу­
чится ряд

A (z, т)
оо

L . +  Y '  Г______1—
— z и  [ х — z + 2к

k — —  ОО

(19.1)

сходящийся абсолютно и равномерно при всех значениях 
аргумента т — г ф — 2k^, k =  0, ± 1 ,... . Ря д  легко суммируется 
и мы имеем

Л (z, х) (19.2)

Полученная функция является периодической с периодом 
2it и по 2 и по х. Разность

В (г, х) =  А(г,  г ) - - i - ^ l c t g ' — * -  —1  — z 2 2 г — z
при имеет пределом нуль при любом х. В самом деле,
положим и =  (х — г)/2; тогда

Нш В (z, х) =  —Нш
г—- 2 и—о

CtgM =  — lim2 и-о
и cos и — sin и 

и sin и
1 — и sin а 1 — sin а — к cos и „=  — 1нп-----------------=  — lim ----------------------=  0.
2 и—о sinu + ucosu 2 2 cos и — usinu

Значит, в силу этого свойства и представления (19.1) можно 
написать

"т ctg ——— =  - Р В (2, х), (19.3)
2 2 х — г

где функция B(z, х) в точках линии L0 по z  непрерывна.
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Из представления (19.3) следует, что функция A{z, т), 
имеющая вид (19.1) или, что все равно, вид (19.2) является 
однопериодическим аналогом ядра Коши, а интеграл

Ф 1 (г) =  тЧ (т) ctg 4 4  dx (19-4)4 т  J 2
Го

однопериодическим аналогом интеграла типа Коши. Из пред­
ставления (19.3) сразу получаются формулы Сохоцкого

ф ? W  =  ±  7  g  V) +  ( 4  W  cts  Ч Н  (19.5)2 J 2
Го

Исследуем поведение интеграла (19.4) на концах полосы 
периода. Для этого запишем ядро интеграла в таком виде

ctg 4- е1' (19.6)

Если положить здесь t =  etz, то справа получим дробно-ли­
нейную функцию от t

. т — г . е +  t 
C tg------- =  l ------------2

равную i при  ̂=  0. Если же положить t =  e 1г, то получим 
функцию

, т — г . te1'  4- 1
ctg “ Г " =  1 —-----

ter

равную — i при / =  0. Значит, на концах полосы периода 
имеем

lim ctg 1—-  =  ±  i, (19.7)
z-+x±ioo z

lim Ф, (z) =  +  Г g (x) dz. (19.8)
z—x±ioo 4TC J

U

Таким образом, интеграл (19.4) представляет одно из регу­
лярных в полосе периода решений задачи о скачке, прини­
мающее на концах полосы периода значения (19.8), отличаю­
щиеся знаком.

Иногда удобно иметь дело с другим однопериодическим 
аналогом интеграла типа Коши, представляющим из себя 
частное решение задачи о скачке, обращающееся в нуль на 
нижнем конце полосы периода. Оно имеет вид
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(19.10)ФоСг) =  Ф, (г) — lim Ф, (г) =
Z-+X—i со

4 я/ I ctg т — г +  i /е 'т dx

Если здесь ввести обозначение f( z )  — exp (гг), то ядро инте­
грала запишется в хорошо знакомой нам форме

i£_ Г  СО
ен —е‘г / ( * ) —/(*)

Функция / ( z )  =  exp (iz) имеет период 2те. В полосе периода 
принимает каж дое свое значение один раз, что сразу видно из 
характера отображения w — exp (iz), осущ ествляемого этой 
функцией: внутренность полосы периода переходит в пло­
скость w , разрезанную вдоль положительной действительной 
полуоси; берега разреза являю тся образами прямых х  =  0 и 
jc =  2tc, ограничивающих эту полосу. Так как точки этих 
прямых конгруэнтны относительно преобразования u>, =  z  4- 2к, 
порождаю щ его группу Р , , а к фундаментальной области 
относится лишь одна из этих прямых х  — 0, то  образом по­
лосы периода будет вся плоскость ни, при этом ни =  0 и ни =  оо 
есть предельные значения функции exp (iz), когда точка z, 
оставаясь в полосе периода, стремится, соответственно, к ее 
верхнему и нижнему концам. Значит, функция f(z )  =  exp (iz) 
обладает всеми свойствами основного инварианта груп­
пы Р , .

2°. Займемся структурой однопериодических функций с ко­
нечным числом полюсов в полосе периодов. Приведем сна­
чала две общие теоремы.

Т е о р е м а  19.1. Любая рациональная функция F(e‘z) от 
инварианта exp (iz) есть однопериодическая функция с основ­
ным. периодом 2тс, принимающая в полосе периода каждое 
свое значение одинаковое число раз, а именно, т раз, если 
т означает порядок рациональной функции F(w).

То, что функция F (е1г) имеет период 2^, является оче­
видным; что она не имеет других периодов, отличных от 2kr,, 
следует из свойства рациональной функции F(w) принимать 
одно и то же значение лишь в конечном числе точек ни. 
Д алее, рациональная функция F(w) принимает вполне опре­
деленное конечное или бесконечное значение в каждой точке 
плоскости ни, в том числе в точках но =  0 и но =  оо; значе­
ния F(0) и Р(оо) будут, таким образом, значениями F(eiz) на 
концах полосы периода. Н аконец ,если  т есть порядок функ­
ции F(w), то F(eiz) в полосе периода каж дое свое значение 
будет принимать такж е т раз, так как exp(iz) принимает 
здесь каж дое свое значение только один раз.
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Число т называется порядком однопериодической функции 
F (eu) в полосе периода.

Т е о р е м а  19.2. Л ю бая однопериодическая с периодом  
функция  ф (г), имеющая в полосе периода конечный порядок , 
есть рациональная функция от  exp(tz).

Положим ® =  ехр {iz) и рассмотрим многозначную функ­
цию iz  =  Ln w  в плоскости w  с двумя выброшенными точ­
ками ® =  0 и ® =  со. В любой точке w рассматриваемой 
области L n w  принимает счетное множество значений, попар­
но отличающихся на кратное 2тЛ. Поэтому функция

F (w ) =  ф Lnw^ =  ф (z )

будет однозначной в этой области. Пусть iz0— одно из зна­
чений Lnw0. При любом z

w  — w 0 =  еи — еи° =  eUo [е {z~^  — 1] =

=  ( * — 2„) [С0 +  Сх (Z — Z0) +  ...], 
где

/ г. щС0 =  iw0^ 0 ,  сх =  — , . . . ,

откуда обращением ряда получим

z  — z 0 =  (w — w Q) [d0 +  d { (w  — w 0) +  ...], d 0 Ф 0.

Значит, если ф(г) является аналитической в окрестности z 0, 
то F(w)  будет аналитической в окрестности точки w 0; если 
же ф (г) в точке z 0 имеет полюс некоторого порядка, то  F(w)  
в точке w 0 будет иметь полюс того же самого порядка. 
В точках w  =  0 и w  =  oo функция F(w)  будет такж е прини­
мать вполне определенные значения, так как по предполо­
жению ф (z) имеет в полосе периода конечный порядок и 
концы полосы для нее могут быть разве что полюсами. Сле­
довательно, F(w)  есть рациональная функция, и теорема 
доказана.

Применяя последнюю теорему, построим однопериодиче­
скую функцию ф (z), которая в конечной части полосы пе­
риода не имеет ни нулей, ни полюсов. Такая функция, если 
она не тож дественная постоянная, должна обращ аться в нуль 
и бесконечность на концах полосы периода. С оответствую ­
щая ей функция F(w)  при одном из значений w  — 0, ® =  оо 
будет иметь нуль, при другом — полюс, и так как при любом 
конечном значении w  ф  0, она не может иметь ни нуля, ни 
полюса, то

Ф (z) =  F (w)  =  Cwr =  Ceirz, (19.11)
где г — положительное или отрицательное число или нуль, 
а  С — произвольная постоянная.



Если однопериодическая функция ф (z ) будет аналитиче­
ской всюду -в полосе периода, кроме концов, где у нее будут 
полюсы порядка не выше т, то соответствующая ей функ­
ция F(w)  будет рациональной функцией специального вида

т

F (w ) =  2  ckwk
k=—m

(один из коэффициентов ст или с_т может равняться нулю). 
Следовательно,

т

Ф(г) =  £  ckeikz. (19.12)
k = —m

Аналогичным образом строится аналитическое выражение 
однопериодической функции ф(г) и в общем случае, когда 
у нее в полосе периода имеется конечное число нулей а ,,. . .  ,ар 
порядков pi , . . . ,  [*„ и конечное число полюсов bl , . . . , b m

1 ia . ibk
порядков Vj, . . . ,  vm соответственно. Полагая а*е ~  , $ к =  е » 
рассматриваем рациональную функцию

F, (.w) =  _

Отношение F(w)/F1(w) будет рациональной функцией, не 
обращающейся ни в нуль, ни в бесконечность ни в одной 
конечной точке ® ^ 0  и потому имеющей вид (19.11). Зна­
чит, F (w) =  CwrFx (w) и

Ф (г) =  Ceirz
(e iz —  e ib' ) '  ... (e iz  —  e‘b m) m

(19.13)

Когда поведение ф(г) на кон-цах полосы периода извест­
но, число г без труда определяется. Так, если ф (z) на кон­
цах полосы ограничена, то г =  [* — v ,  где [* =  [*i +  ... +  1* ,̂ 
v'=Vi +  ... 4- vm.

Если учесть, что
ak '(z+aJI2 z-=  2/е sin — ak

ib :
е'г — e ’ =  2ie

i (г+ЬЛ12
sin г — bj

то представление (19.13) можно переписать в виде

Ф (г) =  Ке‘г {lQ+iy2
Г . г —  а х 1 
Sin 2 ' ■ • I

*r

• z ~ b>1 
Г ” " . . . Г . 2 - 6 m

Г  2 Г”

(19.14)
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где 2q +  в =  2 r +  н-— v> <7— некоторое положительное или 
отрицательное целое число или нуль, е — либо нуль, либо 
единица в зависимости от четности или нечетности числа 
(а — v, К  — некоторая постоянная.

Любая дробно-линейная функция от ехр(/г) в полосе пе­
риода принимает всякое значение по одному разу. П оэтому 
любую такую функцию можно принять за основной инва­
риант. В частности, основным инвариантом, ограниченным 
на концах полосы периода, будет функция

t0( z ) = - A ( z ,  °) =  ^ c t g  j  =  . (19.15)

Ее единственный простой полюс в R 0 находится в точке 2 =  0, 
Ч ерез функцию (19.15) удобно выражать однопериодиче­

ские функции с конечным числом полюсов в полосе перио­
да, если известны главные части ее разложений Лорана в окрест­
ности всех полюсов, расположенных на конечном расстоянии. 
Действительно, пусть функция ф(г) имеет полюсы порядков 
V!, . . . ,  чт в точках 2 ,  , . . . ,  zm соответственно и полюсы порядка 
не выше ^ на концах полосы периода, причем в окрестности 
лю бого полюса имеем

V<7

ф(г) = 5 j (7~ / j7  + do,Q + di,q(z - z 4) + -
;=i 4

Обозначая через

^■(2) =  b i l ; | i U 2), (19.16)
j \  dz>

видим, что все эти функции являются ограниченными на 
концах полосы периода и имеют внутри полосы единствен­
ный полюс порядка у + 1  в точке 2 =  0 с лорановским раз­
ложением

\j{z) =  2 (/+1) +  «о +  atZ +  ... (19.17)
Поэтому функция

Ш v

? ( * ) = £  Е с л Л —1 ( 2  —2 , ) (19.18)
<7=1 7 = 1

является однопериодической, она ограничена на концах по­
лосы периода, имеет полюсы в точках z 1, . . . ,  z m, в окрест­
ности которых в силу разложений (19.17) имеет те же глав­
ные части, что и ф(2). Значит, разность ф ( г )  —  ср(г) есть одно­
периодическая функция аналитическая в полосе периода 
всю ду, кроме ее концов, где у нее будут полюсы порядка 
не выше |а, то есть функция вида (19.12). Отсюда для ф(г) 
получаем представление
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Ф (*)=  Е  £ сл Л - 1 ( 2 — г *) +  Е  (19.19)
? = i  ; = i  * = - i x

В результате всех этих рассуждений оказалась доказанной
Т е о р е м а  19.3. Каждая однопериодическая функция, 

имеющая в полосе периода конечное число полюсов (включая 
концы полосы), может быть представлена либо в форме
(19.12), либо (19.14), либо (19.19).

3°. Теперь не представляет труда убедиться в справедли­
вости следующей теоремы.

Т е о р е м а  19.4. Вся совокупность однопериодических 
кусочно-голоморфных функций, имеющих на линии L0 в по­
лосе периода R0 заданный скачок g(t), в конечных точках 
этой полосы z m полюсы порядков Vj, . . . ,  vOT соответ­
ственно и полюсы порядка не выше р. на концах полосы R0, 
определяется формулой

т V<7

3 > ( z ) = i b J g r ( x ) c t g ^ T £ r f T  + S  +
и  </=1 у=1

+  ckeikz, (19.20)
к——{х

где линейно-независимые периодические функции %j(z) опре­
делены равенствами (19.15) и (19.16). Число произвольных 
постоянных, вошедших в эту формулу, на единицу превос­
ходит заданный порядок искомого решения.

4°. При построении канонической функции однородной 
задачи удобно пользоваться интегралами вида (19.10), исче­
зающими на нижнем конце полосы периода. Предполагая 1 0 
состоящ ей из замкнутых гладких контуров / l t . . . ,  Lr , распо­
ложенных вне друг друга в конечной части полосы R0, р ас­
смотрим интеграл

r o (z )  =  —  Г In  О ( т )4п, J
, т — z , • ctg ——  +  I dt, (19.21)

где однозначные ветви 1пО(т) зафиксированы на каждом 
контуре Zj , . . . , / r . Чтобы избавиться от возможных разрывов 
первого рода у lnG(^)  в произвольно выбранных точках 
tj £  Lj, j =  1 , . . . ,  г, возьмем внутри каждого I, точку бу- и рас­
смотрим функцию

Ху In (еа — е‘6]), j =  1, . . . ,  г, (19.22)
понимая под ней предельное значение из D f  вполне опреде­
ленной ветви функции ху. In (elz — е ;), однозначной в полосе R0
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с разрезом (9у, t j , оо) вдоль некоторой линии, уходящей 
к одному из концов полосы. Из свойств exp (iz) следует, 
что функция (19.22) в точках контура /у ведет себя точно 
так же, как ху1п(<—0у): она непрерывна всюду, кроме точки tfi 
при переходе через нее функция (19.22) меняется скачко­
образно и величина скачка равна 2xi%j. Поэтому функция

In G, (t) =  In G (/) -  xj In (e“ -  e bj\  t £ l j t  y =  1 ,..., r, (19.23) 
всюду на L0 непрерывна и, полагая

х — г . . 
Ctg — —  +  1j  dt,

можно записать интеграл (19.21) в таком виде

(19.24)

г

Г0(г) =  Г. (z )+ £ * ,.2 y(z, 9у),
J- 1

2 ; (*, 0У) =  ^  j  In(еп -  e 6j) Jctg +  i ] dz.

я< Ч
При помощи замены w =  eiz интеграл 2y(z, 0у) легко вычис 
ляется

2у.(г, 0,) = j < l n ( e ” - 0  +
In (еи -  е \  z £ D f ,  

О, z £ D f ,

так что окончательно имеем

Г0(г)=Г . (г) +  1п F (.г) + Х] xj In е— = ^ ~  , (19.25)
—  e iz —  e J

где ограниченная в полосе R0 кусочно-голоморфная перио­
дическая функция F(z)  определяется следующим образом

F (z) =  I (dz - e ^ ) J, z ^ D f ,  (19.26)
l 1, z ^ D f , 7 = 1 , . . . ,  r.

Формула (19.25) выражает однопериодический аналог инте_ 
грала типа Коши (19.21) с плотностью, имеющей точки раз 
рыва первого рода ( у =  1 ,..., г) через такой же инте"
грал (19.24) с непрерывной плотностью (19.23). В точках tj 
интеграл r o(z) имеет логарифмические особенности.

Из формулы (19.25) сразу видно, что функция e x p ro(z) 
может иметь на линии L0 нули или бесконечности лишь 
в точках t j и что функция
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(19.27)Х( г )  =  ет°(г} П  (eiz -  е ‘] )~'J
j=i

является одним из решений однородной задачи с отличным от 
нуля порядком лишь на нижнем конце полосы периода. Этот 
порядок, очевидно, равен (— х). На верхнем конце полосы Р0 
функция X(z) ограничена.

Используя функцию X (z) в качестве канонической и огра­
ничиваясь лишь регулярными в Р0 решениями однородной 
задачи, путем известных нам рассуждений получим следую­
щий результат.

Т е о р е м а  19.5. Если индекс задачи х >  0, то однород­
ная задача Римана имеет х +  1 однопериодических с перио­
дом 2тс регулярных решений. Все они определяются фор­
мулой

х
Ф (z) =  X ( z ) ^ c keikz, (19.28)

*=о
где ck{k =  0, 1,... ,  *) — произвольные постоянные, a X(z) 
имеет вид (19.27). При х <  0 регулярных решений однород­
ная задача не имеет.

Решения с конечным числом полюсов в Р0 будут отли­
чаться от решения (19.28) множителем при X (г). Так, все 
решения однородной задачи, имеющие полюсы порядков не 
выше Vj,... ,vm в конечных точках z x, . . . , z m полосы периода 
и полюсы порядка не выше jj- на концах полосы, определя­
ются формулой

т v<7 [л-И

Ф (z) =  X (Z) { 2  2  Cj ч \j_x (z - z q) +  2  ck eikz} • (19.29)
<7=1 / =  1 [л

5°. Чтобы получить формулу, определяющую все регу­
лярные решения неоднородной задачи или решения с конеч­
ным числом полюсов в полосе периода (включая концы по­
лосы), надо к частному решению неоднородной задачи

ц
(19.30)

прибавить общее решение (19.28) или (19.29) соответствующей 
однородной задачи. Анализ формулы

Ф (z) =  Ф. (г) +  X (z) 2  eikz, (19.31)
fc= 0

определяющей все регулярные решения неоднородной задачи, 
приводит к следующему результату.
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Т е о р е м а  19.6. При *>-0 неоднородная задача Римана 
имеет х +  1 линейно-независимых регулярных однопериоди­
ческих с периодом решений. Все они определяются фор­
мулами (19.31), (19.30). При х <  0 в общем случае неоднород­
ная задача регулярных решений не имеет; лишь при выпол­
нении — х — 1 дополнительных условий

Условия (19.32) есть условия регулярности функции (19.33) 
на нижнем конце полосы периода. При их получении надо 
в ядре интеграла положить t =  e~‘z и разложить это ядро, 
а затем и сам интеграл в ряд Тейлора в окрестности / =  0 и 
приравнять к нулю первые —х — 1 коэффициентов последнего 
разложения.

В качестве канонической функции вместо функции X(z), 
определенной формулой (19.27), можно брать, например, 
функцию

Она может иметь отличный от нуля порядок лишь в конеч­
ных точках полосы периода z  =  (при |х;. 1=^0). О при­
менении этой функции при построении общего решения за­
дачи остается справедливым все сказанное в п. 6° § 18.

§ 20. ДВОЯКОПЕРИОДИЧЕСКАЯ РЕШЕТКА КОНТУРОВ

Двоякопериодическая группа Р.г состоит из преобразо­
ваний

где hx и h2— отличные от нуля комплексные числа, удовле­
творяющие условию lm(hx/h2) 0. Эти числа hx и Л2 назы­
ваются основными периодами группы. Через них любой период 
может быть представлен в виде h =  mxhx +  m2h2, где тх и 
т2 — некоторые положительные или отрицательные целые 
числа.

Чтобы получить одну из фундаментальных областей груп­
пы Р2, возьмем произвольную точку z0 и построим парал­
лелограмм с вершинами z 0, z 0 + hx, z 0- r h x + h2, z0 + h2.

Lo
задача имеет единственное регулярное решение

а) ( г )  =  г  +  mxhx +  m2h2, тх, т2 =  0, ±  1

14 Л-448 209



Противоположные стороны этого параллелограмма связаны 
преобразованиями (о1(г) =  2 +  Л1 и ш2 (z) =  z + /г2, порождаю­
щими всю группу Р2. Конгруэнтными между собой являются 
и все четыре вершины. Поэтому в R0 войдут все внутренние 
точки параллелограмма, стороны (z0, z0 -f- й,), (z0, z 0 + h2) и 
вершина z 0. Множество R0 называют обычно параллелограм­
мом периодов.

Для определенности будем считать в дальнейшем, что 
начало координат находится в R0.

1°. Простые автоморфные функции, принадлежащие груп­
пе Р2, называют эллиптическими функциями. Одно из основ­
ных свойств этих функций описывает

Т е о р е м а  20.1. Не существует эллиптической функции 
f ( z )  порядка v =  1 в параллелограмме периодов.

Условимся считать обход границы параллелограмма R0 
положительным, если ему соответствует такой порядок вер­
шин: z 0, z0 + h j ,  z0 -f hl h2 ,  Zq h2 .  Стороны R0 в порядке

: Рис. 8.
следования при таком обходе обозначим через Х2, X_t , Х_2, X, 
(рис. 8).

Пусть F(z)  — некоторая эллиптическая функция. Точку z0 
всегда можно выбрать так, чтобы на dR0 не было полюсов 
F(z).  Тогда

|  F(z)  d z  =  2Ki'£l res F {z).
вщ т
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С Другой стороны, В силу конгруэнтности сторон , X_J и 
Х2, Х_2 имеем

j  F(z) dz  =  j  {F(z +  hy) — F(z)} dz — j{ F (z  +  h2) — F (z)} dz, 
or, x, x2 (20.1)
откуда на основании условий периодичности F(z  +  hy) =  F (z), 
F (z + h2) =  F (z), получаем

2  res/7 (z) =  0. (20.2)
(Ro)

Из этого равенства сразу следует утверждение теоремы. 
Действительно, если бы существовала эллиптическая функ­
ция f (z),  имеющая в R0 только один полюс и при том пер­
вого порядка, то ее главная часть в разложении Лорана 
имела бы вид C/ (z~a) ,  где С ф  0. Но на основании равен­
ства (20.2) С =  0. Это противоречие и доказывает теорему.

Из теоремы 20.1 вытекает, что если при построении аналога 
ядра Коши для группы Р 2 мы пойдем тем же путем, что и 
в случае однопериодической группы, а именно, построим 
мероморфную функцию переменного х с простыми полюсами 
в точках -с =  z-(-/?, h =  rtiyhy +  m2h2, и с главными частями 
(т — z  — Л)-1, то она не будет эллиптической.

На основании теоремы Миттаг-Леффлера [35, с. 397—402] 
такая функция будет представлять собой ряд вида

л  < * • ' > -  т г 7  +  £ '  { , - г Ь т ; -  2* <’ • ">} • <20-3>
(Л)

где суммирование производится по всем периодам Л, отлич­
ным от нуля (что отмечено штрихом у знака суммы), а функ­
ция 2л(2, х) есть отрезок ряда Тейлора в разложении функ­
ции (х — z — Л)-1 в окрестности i  — z

2 (20.4)
j-° 0

число членов которого q подбирается так, чтобы ряд (20.3) 
сходился абсолютно и равномерно при всех ^ ф г ф к .

Чтобы определить число q, на основании (20.4) записы­
ваем общий член ряда (20.3) в таком виде

Uh х) =
д [ ' - ( д г У ] =
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и оцениваем его по модулю. При |т — z | < p  и при достаточ­
но больших |/га,| и |/га,| величина |(т — г)/Л| будет сколь
угодно малой. Поэтому можно найти такие /га. и /га,, чтобы

0 0
при всех т1> т1 и /га2 >  /га2 выполнялись неравенства

Тогда будем иметь

pg
2 | h \ч+1 <|^l< 2pg

\h\4+'

Значит, ряд (20.3) будет сходиться тогда и только тогда, 
когда сходится ряд

5 = __1___
| h |?+1

(20.5)

Докажем, что ряд  (20.5) сходится при любом 2. 
Рассмотрим те периоды h =  m1hl +  /га,Л,, для которых

/га, =  +  га, — га <  /га, га, j

/га, =  ±  га, — га <  /га, <  га, / (20.6)
/га, =  ±  га, /га, =  ± га, ]

и обозначим через частную сумму ряда (20.5), распро­
страненную на все такие периоды. Число периодов Л, удовле­
творяющих условиям (20.6), как легко подсчитать, равно 8га, 
а их модули не меньше чем АГга, где ЛГ — некоторая постоян­
ная, зависящая от Л, и Л2. Поэтому для суммы Sn имеет 
место оценка

Sn <  8 га 1
(*/!)*+«

Л1
п<1

и, следовательно, ряд (20.5) S== 5, +  5, +  ... сходится.
Возьмем наименьшее <7 =  2, при котором ряд (20.5) схо­

дится. В этом случае

и сходящийся абсолютно и равномерно при т ф z  +  h ряд
(20.3) принимает такой вид

Л ( г ,  t )  =  - L _
т  —  Z h +  1  +

(20.7)
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Полагая

c<“>-i + S'{rbr + r+f.}' №8>
(Л)

имеем
А (г, г) =  С(т — г). (20.9)

Функция С(м), представляющая собой сумму ряда (20.8), 
называется дзэта-функцией Вейерштрасса. Из ее представ­
ления в виде ряда (20.8) легко получить все ее основные 
свойства.

1) Функция С (и) является нечетной: С(— и) =  — C(w). 
Чтобы убедиться в этом, разложим С(и) в ряд в окрест­

ности и =  0. Получим

С ( и ) = - - ! ± « 3- ^ 5- ,  
и 3 5

С2 (20. 10)

2) Функция С (и) является квазипериодической: при изме­
нении аргумента и на период h она приобретает некото­
рое постоянное слагаемое тр

С(в +  й) =  С(в) +  Ч. (20.11)
Заметим сначала, что производная С' {и) является двояко­

периодической с периодами /гх и Л2 > так как ПРИ замене и 
на и +  Aj или и +  Л2 в выражении

i '(u) = 1
(а-А)* )

произойдет лишь перестановка членов. Поэтому для раз­
ности

Ч *-С (а  +  Л*)-С(в), й - 1 ,  2 (20.12)
имеем

-  С7 (в +  А*) -  С' (в) =  0,аи
так что величины ^  и т]2 — постоянные. Легко получить их 
выражения через основные периоды. Для этого в равенстве
(20.12) положим u — — hk!2 и воспользуемся тем, что С (и) — 
нечетная функция. Это приведет нас к формулам

7,1 =  2С( т ) ’ 7l2 =  2C( f ) '  (20ЛЗ)
Постоянные гц и называются циклическими.
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Последовательным применением равенств (20.12) мы полу­
чим соотношение (20.11), при этом

С (и -f тфх +  m2h2) =  С (к) +  m lhl +  т2г\2. (20.11*)
Значит, при изменении аргумента и на период h =  тфх +  
+  mfh2 функция С (и) получает приращение -r\ =  т ^  +  m2ij2, 
составленное из величин yj1 и г\2 по тому же закону, по 
какому период h составлен из основных периодов.

3) Величины Tji, 7j2 и h1, h2 связаны между собой соотно­
шением Лежандра

V*2 — V*i =  2*i. (20.14)
Для доказательства вычислим интеграл по dR0 от С (и). 

Так как С (и) в R 0 имеет только один простой полюс и =  0 
с вычетом, равным единице, то, как при доказательстве 
теоремы 20.1, получаем

I" (С (и +  Л,) — С (и)} du — J  (С (и +  Л2) — С (к)} du =  2« ,
щ и0

откуда в силу соотношений (20.12) получается равенство
(20.14).

Несмотря на свойство квазипериодичности, функция С (и) 
очень удобна при представлении эллиптических функций 
с заданными в R0 полюсами.

Пусть <l>(z) есть эллиптическая функция с основными пе­
риодами Л, и h2, имеющая в параллелограмме периодов R0 
только простые полюсы г , , . . . ,  z m с вычетами с , , . . . ,  ст 
соответственно. В силу соотношения (20.2) сумма этих вы­
четов равна нулю

С\ +  ... +  ст — 0. (20.15)
Поэтому функция

? (Z) =  С,С (Z -  Z,) +  ... +  c j .  (z -  zm)
имеет периоды Л, и Л2:

«Р (2 +  hk) =  <Р (*) +  +  ... +  cmrik =  ср (г).

И так как функция ср (г) имеет в R0 те же полюсы, что и 
функция ф(г), и те же вычеты в этих полюсах, то разность 
ф(г)— ср (z) будет постоянной как эллиптическая функция, 
не имеющая полюсов. Тем самым доказана

Т е о р е м а  20.2. Если эллиптическая функция ф (г) имеет 
в R0 лишь простые полюсы г , , . . . ,  z m с главными частями

с \ с т

z -  z, г - г т
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то
(20.16)Ф (z ) =  С +  с,С (г -  г,) +  ... +  c j .  (2 -  z j ,

где С — произвольная постоянная.
Когда у функции ф(2) в точках 2, , . . . ,  z m параллелограм­

ма /?0 находятся полюсы порядков v, , . . . ,  vm соответственно, 
и главная часть ф (2) в полюсе z q имеет вид

S
ci’ ч 

j - 1

(20.17)

то при представлении эллиптических функций наряду с С (2) 
удобно применять эллиптические функции

(20.18)

с единственным полюсом порядка j  +  1 в точке z  =  0 и с ло- 
рановским разложением

$;(z) =  2- ( ' +1) +  d 0 +  dlz 4- ... (20.19)
На основании разложения (20.19) видно, что функция

И  О. Л - 1  (2 — 2,)
i= 1

в полюсе z q имеет ту же главную часть (20.17), что и функция 
Ф (2). П оэтому аналогично теореме 20.2 доказывается

Т е о р е м а  20.3. Если эллипт ическая функция ф (2) имеет  
в параллелограм м е периодов /?0 полюсы порядков v, , . . . ,  vm 
в т очках  2, , . . . ,  z m соответственно, то она имеет вид

v
т Я

ф (2) =  С +  2  J ]  Cj.q\j_ x (2 -  z Q), (20.20)
<7=* 1 У—1

г<?е функции l j (z)  определяются формулами  (20.18), С — не­
кот орая постоянная, а  коэффициенты Cj, q берут ся из глав­
ных частей (20.17) функции ф (2) в соответствующих полю­
сах . При этом всегда

<4,1 +  C \t 2 +  ••• +  Cl,m==0" (20.21)
'2 ° . П усть линия L0 , расположенная в R 0 , состоит из глад­

ких замкнутых контуров / , , . . . ,  1Г, лежащих вне друг друга. 
Рассмотрим интеграл

ф (2) =  ^  |  g  (т) С (т — 2) d t, (20.22)
La

где функция g( t )  на L0 удовлетворяет условию Н.  Справедлива
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Т е о р е м а  20.4. Интеграл (20.22) представляет из себя 
квазипериодический аналог интеграла типа Коиги с цикли­
ческими постоянными

«I =  -  М  g to  Л , «2 =  -  9-  f  g  to Л . (20.23)
Z-o Z-o

Доказательство легко получается на основании свойств 
функции C(z). Из соотношений (20.7)—(20.10) заключаем, что

С(х —г) = - l — + B(z,  х),

где В (z, х) в точках линии L0 непрерывна по обоим аргу­
ментам и B(t, t) =  0. Поэтому интеграл (20.22) отличается 
от интеграла типа Коши с плотностью g(t)  слагаемым

j  В (г, x)g(x)dx,

представляющим из себя вблизи L0 аналитическую функцию. 
Значит, этот интеграл есть кусочно-голоморфная функция 
с линией скачков L0, на которой

Ф ± ( 0 = + 4 й г ( 0 + ^  ( V t o C ( * - * ) r f T .
2 2я/ J

(20.24)

Принадлежность g(t) классу Н  обеспечивает существование 
интеграла в правой части этой формулы в смысле главного 
значения.

Квазипериодичность интеграла (20.22) есть следствие ква­
зипериодичности функции С (г), ибо на основании (20.12) сразу 
получаем

Ф(г +  Л*) =  Ф(г) +  аЛ, k = l ,  2.
Если вычислить интеграл от Ф(г) вдоль границы R0, то 

с одной стороны будем иметь

j® (z )c fz =  ^  j g ( x ) d x ^ ( x - z ) d z  =  — J g (^)dx.
dR0 Z-o dRo L0

С другой стороны

[ Ф( z ) d z =  |  {Ф(г + h{) — Ф(z)}dz —
dR0 Zq

ô+Z*i
— j  {Ф(г +  Л2) — Ф(г)}йг =  а1ь2 — a2//,.

*0
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Отсюда для интеграла (20.22) получаем аналог соотношения 
Лежандра

—  a.2h l =  —  j* g  (x)rft. (20.25)

Наряду с интегралом (20.22) всеми свойствами аналога 
интеграла типа Коши обладает интеграл

Ф0 (г) =  ±  Г g (*) [С (х -  г) -  С (X)] rfx, (20.26)
U

отличающийся от интеграла (20.22) нормировкой Ф0(0) =  0. 
Циклические постоянные для него определяются теми же 
формулами (20.23) и условие (20.25) также остается справед­
ливым.

Очевидной является 
-  Т е о р е м а  20.5. Условие

=  0 (20.27)
и

является необходимым и достаточным для того, чтобы 
интегралы (20.22) и (20.26) представляли двоякопериодиче­
ские кусочно-голоморфные функции с основными периодами 
//, и h2.

Рассматривая интеграл вида (20.26), нетрудно получить 
аналог интегральной формулы Коши и условия необходимые 
и достаточные, чтобы непрерывная по Гёльдеру плотность 
этого интеграла была граничным значением квазипериодиче- 
ской или двоякопериодической функции, голоморфной в бес­
конечносвязной области D~, представляющей собой внеш­
ность линии L0 и всех конгруэнтных ей линий о> (/.„), о> (г) £ Р2.

Пусть <p(z) есть квазипериодическая аналитическая в D~ 
функция с циклическими постоянными (3, и р2:

<P(* +  Ai) =  ? (z )  +  P ,, ?  (г + /г2) =  ср (z) +  Р2 . (20.28)

Считая точку z расположенной внутри Rn, вычислим инте­
грал

za+h2
J  <Р O') v  (х — z ) d x =  ~  j  {ср (т +  //,) — ср(х)} С' (х — z)dz —

<W?o z„
г0+Л,

— 7 ". ( +  Л2) ~  <PC0K'(X — z)c?x.
г-0

Принимая во внимание равенства (20.28) и (20.12), получим 

- L  Г ср (х) С' (х — z)dx =  -  Ъъ). (20.29)
2 та J 2 тегдк„
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Отсюда интегрированием по z  вдоль любого пути, лежащего 
в R0 и соединяющего начало координат с произвольной точ­
кой z, получаем соотношение

9—  Г ? (х) [С (т —  г )  —  С (х)] d z  =  —  —  р2ч,). (20.30)
A  тс/ J  А  Ж

dR,
Ломаная dR0 и линия L0 ограничивают (г +  1)-связную 

область S, принадлежащую D~. Пусть z =  0 находится в 5. 
Когда z  лежит внутри одного из контуров /у, то есть когда 
z £ D f ,  то подинтегральная функция в (20.30) является анали­
тической в 5 всюду, кроме х =  0, где у нее полюс первого 
порядка с вычетом, равным — <р (0). Поэтому

j  ? (т) [С (х — г) — С (х)] d z  =  — <р (0).
dS

Если же то у подинтегральной функции в точке х =  z
находится еще один простой полюс с вычетом, равным ср(г), и

j  ? (т) К (* — z) —  ̂М] dz =  <р (z) — <f (0).
dS

Из последних двух равенств имеем

^ J < p ( x ) [ C ( x - z ) - t ( x ) ]  afx =

<?/?„
=  —2) —C(x)]flfx+ j — *Р(0), z£D /+, у' =  1, . . . ,  r; 

ср(г)-ср(0), г^/?0П£>-

и из равенства (20.30) получаем окончательно

f <Р (т) [С (х — z) — С (х)] dz  =  ср (0) — (p,7j2 — p2Tj,), (20.31)
А я/ J ^ тс/

ц
7 = 1 , . . . ,  г;

- ГфM i275Г". f Т (т) [С (х — г) — С (х)] dz =  <Р (0) — <Р (z) —z тс/ J
0̂

— — .( М 2 — M l) .  .
Z  тс/ (20.32)

В последнем равенстве и справа и слева стоят функции, 
аналитические в £>~. Поэтому на основании принципа анали­
тического продолжения мы и получаем заключение о ее спра­
ведливости всюду в D~, а не только в Е>” П^о, как в фор­
муле (20.30). Что касается формулы (20.31), то она распро­
страняется на области ю (Z))1"), конгруэнтные D f , путем 
преобразований группы; аналитическое продолжение здесь 
ввиду несвязности U ш (АГ) невозможно.
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Формула (20.32) есть аналог интегральной формулы Коши 
для области D~, а формулы (20.31) представляют собой не­
обходимые условия, которым удовлетворяет граничное зна­
чение <р (t) квазипериодической функции <р(г), голоморфной 
в D~, с циклическими постоянными р, и р2. Возникает во­
прос, являются ли эти условия и достаточными?

Допустим, что некоторая функция ср (t)(^H на L0 удовле­
творяет условиям

-L Г ср (Т) [С (т -  г) -  С (Д] d- =  Mz  +  N,  (20.33)
2:и JLq

z ^ D f ,  у =  1,... ,  г,
где М и iV — некоторые постоянные. Тогда

<fjz) =  — Г ср (т) [С (z -  z) -  С (т)] d x - M z - N  (20.34) 
2*/ J

Ц
будет кусочно-голоморфной квазипериодической функцией, 
равной нулю во всех областях DJ,  у =  1,..., г. Поэтому 
9+ (0 =  0 на /,0 и по обобщенным формулам Сохоцкого вида
(20.24) имеем ср- (t) =  ср (t). Таким образом, при любых М  и N  
на основании условий (20.33) ср (t) есть граничное значение 
квазипериодической функции ср̂ (г), голоморфной в D~. Что­
бы циклические постоянные этой функции были равны за­
данным величинам р, и р2, должны выполняться следующие 
равенства

Г<р(т)Л — Mhx =  Pj ,
2т  J

и
-  f ср(т)<Д-М//„=Р2.

2 к/  J
L0

Рассматривая их как систему уравнений с неизвестными М 
и \ <р(т)Дс, видим, что в силу соотношения Лежандра опре­

ло
делитель системы равен единице и единственным ее реше­
нием являются величины

2 т

f <р (т) Л =  —(P,A2 —p2Aj). (20.35)
&

Постоянная N  определится из представления (20.34), если 
положить в обеих частях этого равенства z  — 0: N =  — ср, (0).
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Нами доказана
Т е о р е м а  20.6. Условия (20.31) являются необходимыми, 

а при дополнительном условии (20.35) и достаточными для  
того, чтобы непрерывная по Гельдеру на L0 функция ср (̂ ) 
была граничным значением квазипериодической голоморфной 
в D~ функции ср (г) с циклическими постоянными р ,, р2. 
Эта единственная функция ср (г) определяется формулой 
(20.32).

Полагая р, =  Р2 =  0, получаем соответствующую теорему 
для двоякопериодических функций.

3°. Рассматривая простейшую краевую задачу
Ф+ ( * ) - Ф-  (t)=*g(t), t £ L 0, (20.36)

найдем сначала все ее ограниченные квазипериодические ре­
шения с циклическими постоянными at и a2.

Из формул (20.24) следует, что скачок, равный g(t) на L0, 
имеет каждая функция двупараметрического семейства

Ф(г) =  г1-  f g ( x ) 4 * - z ) d x + C + D z .2* i  J
Ц

Циклические постоянные любой из этих функций будут рав­
ны а, и а2 тогда и только тогда, если

— Г g (х) dx + Dh^ =  а.х,
2w  J

U

1 g ^ dX +  D//2 =  a2-
 ̂ io

то есть если
jg '( 'c)^ x =  a2/0 — а1Л2. (20.37)

Lq

D =  — (гца. 2 — т]^).
2 та

Значит, справедлива
Т е о р е м а  20.7. Условие (20.37) является необходимым 

и достаточным для разрешимости задачи (20.36) в классе 
квазипериодических ограниченных функций с заданными 
циклическими постоянными а, и а2. При выполнении этого 
условия общее решение задачи (20.36) в этом классе функ­
ций имеет вид

ф (z) =  f g (т) С (т — z) dx +  (т),а2 — v;2a1) +  С, (20.38)
2 f )  2. t^i

Lo
где С — произвольная постоянная.
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Из этой теоремы при а1 =  а2 =  0 и из изложенного в пре­
дыдущих двух пунктах следует 

Т е о р е м а  20.8. Условие

j‘ g  (х) flfx =  0 (20.39)

является необходимым и достаточным для того, чтобы 
задача (20.36) имела ограниченные двоякопериодические ре­
шения, определяемые формулой

Ф(гг) =  -5- fff(x)C(x-z)</x +  C. (20.40)
2 та J 

L0
Все двоякопериодические решения задачи (20.36), имеющие 
в точках z x,. . . ,  z m параллелограмма периодов R 0 полюсы 
порядков не выше v,, . . . ,  чт соответственно, определяются 
формулой

v
т  Ч

ф(г)=2Ь|«г(х)с(,:“ г)Л+с+ S (20-41)
Ц <7=1 7=1

при условии, что

C l  1 +  ... +  C h m  =  ~  Гg(i)dz.  (20.42)
2ni J 

L0
Формула (20.41) содержит ч =  V[ +  ... +  vm произвольных 
постоянных.

При построении двоякопериодических решений задачи 
(20.36) вместо квазипериодического аналога ядра Коши С(т—z) 
можно использовать ядро

Л  (z, х) =  С (х -  z) -  С (х -  г0) +  С (г -  a,) — С (z0 -  «i),

представляющее из себя по переменному 2 эллиптическую 
функцию с двумя простыми полюсами г =  т й г  =  й, в /?0 и 
обращающуюся в нуль при z  =  z 0. Решения задачи опреде­
лятся теми же формулами (20.40J и (20.41), в которых вместо 
С(х — z) надо поставить A 0(z, х), а вместо (z — z q) — взя­
тые со знаком минус коэффициенты разложения A 0(z, х) 
в окрестности точки x =  z(?. Условия (20.39) и (20.42), обес­
печивающие ранее периодичность функций (20.40) и (20.41), 
будут теперь обеспечивать их регулярность в точке z =  a l .

4°. При решении однородной задачи нам будет полезна 
одна вспомогательная функция о (и), играющая важную роль 
в теории эллиптических функций. Вводится она следующим 
образом.
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Проинтегрируем ряд

С ( « ) - 1  =и

вдоль некоторого пути, соединяющего начало координат 
с точкой и и не проходящего через точки 1г. В результате 
получим

Е > 0 - 7 )
(Л)

+  —+  ' гА 2 А2/ ’
— 1 (20.43)

где ветвь логарифмической функции определяется контуром 
интегрирования.

Положим

„ ( « ) = » n ' { 0 - i ) « p ( i + £ ■ • ) } .  <2° « >
(Л)

так что равенство (20.43) примет вид
U

(20.45)

или, что все равно,

Ш  =  т 1па(и) =  а- ^ .  (20.46)
аи  а (а)

Функция а (и), очевидно, представляет из себя целую функ­
цию с простыми нулями в точках и =  h =  hlm l +  И.2т2 и фор­
мула (20.46) дает представление мероморфной функции С(м) 
в виде отношения целых функций.

Основные свойства функции а (и) описывает 
Т е о р е м а  20.9. Функция о (и) есть нечетная функция, 

значения которой при изменении и на период h =  m lh] +  mjc, 
меняются по следующему закону

с (и +  /г) =  £з(«) ехр (и  +  4 ) J  ’ (20.47)

где е =  1, если число /г/2 является периодом, и е =  — 1 
в противном случае.

Свойство нечетности легко вытекает из равенства (20.45) 
и из разложения (20.10) функции (.(и) в окрестности и =  0, 
ибо на основании этих формул вблизи « = 0  имеем
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Чтобы убедиться в справедливости формулы (20.47), обра* 
шаемся к равенству (20.46). Заменяя в нем и на и +  Л, из 
свойства квазипериодичности С (и) получаем равенство

о' (и +  Л) о' (и)  ,
——~ т : ----- г г  +  4,о (и +  Л) а (м)

интегрируя которое имеем In о (и +  Л )=  In а (и) +  щ  +  с или 

а (и +  Л) =  Са (u) (U+Ai2). (20.48)
Чтобы определить С, полагаем в этом равенстве и — — hi2. 
Если Л/2 не является периодом, то есть если хотя бы одно 
из чисел /и, и т2 будет нечетным, то

с - ( т ) / Ч - 7 ) ~ ‘ -

Если же Л/2 является периодом, то эта формула неприме­
нима, так как о(+Л/2) =  0. В этом случае мы дифференци­
руем равенство (20.48)

а' (и +  Л) =  CV1<«+л;2) а' (и) +  гр(и)\
и здесь полагаем и — — hi 2. Все нули о (и) простые, поэтому 
а' (±  Л/2) Ф 0 и в силу четности а'(и) получаем

Из формулы (20.47) в частности вытекают формулы

а (и +  Л,) =  — а(м)ехр 

а (и +  Л2) =  — а (и) ехр

1̂ (“ + |
(“+ f )

(20.49)

Последовательным применением этих формул в свою очередь 
можно получить формулу (20.47).

Отметим, что отношение

о(м): о ( и  — Ь )  

а (и — а)
где а и b — различные постоянные, при изменении и на пе­
риод li приобретает постоянный множитель

о (и +  Л) =  8 (и) ет) ( а - Ь ) (20.50)
Это сразу следует из формулы (20.47).

Через функцию о (и) удобно выражать эллиптические функ­
ции с известными нулями и полюсами. При этом важное 
значение имеет следующая
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Т е о р е м а  20.10. Если, эллиптическая функция F(z) по­
рядка  v>-2 имеет в параллелограмме периодов /?0 нули 
Ьх, . . . ,  bv те полюсы а , , . . . ,  aw (и среди нулей , те среди полю­
сов могут быть одинаковые), то имеет место соотношение

Ьх +  ... +  Ьч -  (aj +  ... +  a j  =  h, (20.51)

где h =  m lhl +  т21г2 — один из периодов.
При доказательстве будем считать, что на dR0 нет ни 

нулей, ни полюсов F(z). Тогда на основании известного 
свойства аналитических функций [35, с. 83]

—
2 яг J F

9=1 '/=1
С другой стороны, на основании соотношений

F ' (z +  А*)
(2 +  Aft) ■

F  (z +  hk)
- z ^ M  =  /г„ F- ^ - \ { k  =  1, 2),

/Чг) F(z)

—
2 яг J  F<№0

^ d z = ^
(z) 2 я/

£1 (г) 
Fit)

d z ■
t  '■

^  r
2 я/ J

Z7' (г) 
F(z)

с/г.

Оба последних интеграла равны целым кратным числа 2т. 
В самом деле, интеграл

равен приращению функции In/7(z) при движении точки г из 
точки z 0 в точку z Q +  hk вдоль соответствующей стороны R0. 
Так как F(z +  hk) =  F(z), то точка w =  F(z) описывает при 
ётом движении замкнутый путь, а изменение In тег при дви­
жении точки тег по замкнутому пути равно, как известно, 
целому кратному 2^г. Поэтому

1 с F ' (г)— \ z — — dz =  /те.Л, +  mdi2 =  Л
2 яг J F(z)OR о

и теорема доказана.
Соотношение (20.51) приходится всегда учитывать при 

построении эллиптической функции по заданным нулям и 
полюсам. Одну из этих точек, задав произвольно все осталь­
ные, мы должны подобрать так, чтобы это соотношение 
выполнялось или чтобы выполнялось равенство

Ьх +  ... +  =  Д[ +  ... +  ov. (20.52)

224



Из соотношения (20.51) это равенство получается заменой 
одного из полюсов, например, на aw -f- к. Такая замена 
вполне законна, ибо если точки а х, . . . ,  представляют собой 
полную систему полюсов некоторой эллиптической функции, 
то и точки а , , . . . ,  а  ̂+ к тоже составляют полную систему 
полюсов той же функции с той лишь разницей, что теперь 
они не все находятся в параллелограмме R0. Легко доказы­
вается

Т е о р е м а  20.11. Если нули и полюсы эллиптической 
функции F(z) выбраны, так, что выполняется условие (20.52), 
то эту функцию можно представить в виде

v

ПС (z — Ь//)
-7------, (20.53)а (г — а , , )

Ч- 1
где С — некоторая постоянная.

5°. При построении канонической функции однородной 
задачи

Ф+ (t) =  G (t) Ф" (.t), L0, (20.54)

прежде всего выразим интеграл

Г(^) =  — fin  <?(т)С(т-2)*/т (20.55)
2 то J

Ц

с разрывной в точках ( у =  1, . . . ,  г) плотностью lnG(/)
через подобный же интеграл с непрерывной плотностью, 
выделяя в явном виде логарифмические особенности у Г (z) 
в тех точках tj £ /у, где In G(tj — 0) — In G (tj +  0) =  2rcjx/- 4= 0.

В данном случае в качестве функции, устраняющей раз. 
рыв первого рода у функции In G(t), берем функцию х. In о (t—Q) 
понимая под ней предельное значение из D; вполне опреде­
ленной ветви функции х, In a (z — Оф, однозначной в паралле­
лограмме R0 с разрезом (0,-, tj, t0) вдоль некоторой линии, 
соединяющей Q j£D f с некоторой точкой t0 границы dR0. 
В точке tj эта функция имеет точку разрыва первого рода 
с величиной скачка, равной 2xixy-. Вводя на L0 непрерывную 
функцию

In G, (t) =  In G (t) -  xj In о (/ -  0,.), l j , j  =  1 ,..., r (20.56) 

и полагая

r . ( z ) = —  f In G. (t) C (x -  2) dz, (20.57)
2 та J 

Ц
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записываем интеграл (20.55) в виде

Г Д) =  Г, Д) +  Q, Д, ОД 
j=i

2 у ( г ,  0,-) =  - ^  Г  In о ( t  — 0,) C (x — г) (lx.
J 2w  J

При вычислении 2,-Д, 0y) рассматриваем вспомогательный 
интеграл от той же подынтегральной функции по замкнутому 
контуру Х-, состоящему из /, и малой окружности с центром 
в 0у-, соединенных берегами разреза (0у, /Д Таким путем 
с учетом (20.46) легко получим

In аД  — /Д  z £ D f ,
2у(г ’ 0у)= . »(*-*,)

In a (г — 6.)

при этом второе из соотношений аналитически продолжимо 
на всю бесконечносвязную область, ограниченную контуром /;- 
и конгруэнтными ему контурами ш(/Д Отсюда получаем окон­
чательно

Ч In а (г — /Д

ГД) =  Г (г) - 
' (z — 0)

+
7=к

a (z — tj)

х,- In
a (z — 0y)

S x,ln
J a (z — 0; )Г7 - Z£ D~-

, z £ D t ,  k =  , г

(20.58)

i=i
При построении канонической функции берем как обычно 

ехрГД) и убираем у нее нули и бесконечности в точках /Д 
Получаем функцию

Х(2) =  / (г)П И г - у ]  *' =
;=1

П  [ * Д - Д ]  Ч  z £ Z tf , k
7=1. 7#*

П  И ^ - ^ Г Ч
7=1

1, ... , Г,

(20.59)

с непрерывными и необращающимися в нуль на Z.0 гранич­
ными значениями Х+ (t) и У.~ (t), удовлетворяющими однород­
ному краевому условию У.+ (t) =  G(t)X~ (t). При изменении г 
на период /г эта функция ведет себя следующим образом:
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(20.60)X(z  +  h) =  1(z) e~xg -4 «  (г+Л/2) (* -a)

a =  — Г1пО(т)Л,
2яг J

Lo
(20.61)

Нас будут интересовать лишь двоякопериодические реше­
ния однородной задачи. Поэтому и каноническая функция, 
как одно из таких решений, должна иметь периоды /г, и к2.

Из равенства (20.60) видно, что построенная нами функция 
'/(г) может быть каноническим решением лишь тогда, когда 
у. =  0 и а =  Ь. Из формул (20.59) следует, что ’/(г )  в R0 осо­
бых точек не имеет и всюду отлична от нуля. Поэтому отно­
шение Ф (z)/X (г), имеющее на Z.0 равные граничные значения

Ф+ (*)/Х+(/) =  ф-(/)/Х"(*), t £ L 0,
может иметь особыми точками лишь заданные особенности 
искомого решения Ф (г). Допустим, что Ф(2г) в точках z x, . . . , z m 
параллелограмма периодов R„ должна иметь полюсы поряд­
ков не выше v ,, . . . ,  vOT соответственно. В этом случае эллип­
тическая функция «I» (z)[/. (z) на основании теоремы 20.3 будет 
иметь вид (20.20) и общее решение однородной задачи

Ф(*) =  Х(г){С + V V
<7=1 7=1

*„)}, £ ^ ,  =  0, (20.62) 
<7=1

содержит v =  V, +  ... +  vm произвольных постоянных.
Когда у =  0, но а Ф b + /:, функция X(z) не является двояко­

периодической и при изменении г на период к приобретает 
постоянный множитель exp [vj (b — а)\. Из отмеченного нами 
свойства (20.50) следует, что функция

Х(*) =  В Д ^ ^ -  (20.63)а (г-О,)

будет двоякопериодической канонической функцией с перио­
дами //, и /и , если точки 0 и 0, подобрать так, чтобы в1 — в =  
=  а — Ь и чтобы ни одна из этих точек не лежала на L0 или 
u>(Z0). Очевидно, такой подбор можно всегда осуществить 
бесчисленным множеством способов.

Если при помощи функции (20.63) отыскивать ограничен­
ное решение Ф(.г) однородной задачи, то отношение Ф(.г)/Х (г) 
будет эллиптической функцией с единственным простым по­
люсом в точке 0 и простым нулем в точке 0, . По теореме 20.1 
такая функция может быть лишь нулем тождественным и, 
следовательно, Ф (г) =  0.

Когда отыскивается решение Ф(г) с полюсами порядка 
не выше v , , . . . , v m в точках z i , . . . ,  z m, отношение Ф(^)/Х(г)
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кроме этих полюсов, должно иметь простой полюс в точке 
z  — б и нуль в точке z  =  0[. Поэтому в представлении

v
т  Ч

m  - с + « <г  - . » + е  s  с‘ - <г -
<7=1 7=1

произвольные постоянные должны быть связаны двумя соот­
ношениями

Д +  5> 1 ., =  о,
<7=1

V (20.64;
т  <7 '  7

С +  ZX (0, -  0) +  £  £  ci, <7 (°! -  г„) =  0,
<7=1 у - 1

из которых две постоянных выразятся через другие и в общее 
решение однородной задачи

v

Ф (г) =  X (Z) {С +  DC (z -  0) +  £  £  с,- 7 5,._, (Z -  г 9) } (20.65)
<7=1 7 = 1

войдут v =  v, +  ... + v m произвольных постоянных.
При х ф  0 каноническую функцию можно взять в таком 

виде
Х(г) =  В Д И < г-0 )Г \ (20.66)

если точка 0 =  (Ь — а)/*, не лежит на или на co(Z,0). Или 
же в виде

Х(г) =  Х (г )П [а (г -0 * )]±г, (20.67)
Лг=1

где б ,,.. . ,  б,х( — некоторые точки (среди них могут быть и 
одинаковые), не лежащие на L0 и на <o(Z.0) и такие, что 
0, +  ... +  0(Х| =  а — Ь.

Допустим, что каноническая функция имеет вид (20.66), и 
пусть мы ищем решение однородной задачи с полюсами 
2, , . . . ,  гш порядков не выше v ,, . . . ,  vH1 соответственно. При 
х > 0  отношение Ф(г)/Х(г), кроме этих полюсов, имеет еще 
полюс порядка х в точке 0х и общее решение задачи будет 
иметь вид

х т

ф (2) =  Х (г ) |С +  £^*6*_,(г —0) +  £  £ с Л ,Еу_ ,(г  —z?) J,
* = 1  <7 =  1 7 = 1

(20.68)
где dx +  <?,., +  ... +  с, =  0. Число произвольных постоянных 
равно х +  V.
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При х < 0  отношение Ф(,г)/Х(.г) имеет полюсы в точках 
z t , . . . ,  zm и нуль порядка (—х) в точке 0. Поэтому эллипти­
ческая функция

ф (г) 
Х(г) С +

v
т Q

5]
<7=1 7=1

где с, , +  ... +  с, =  0, должна удовлетворять еще (— х) усло­
виям

=  0, !* — 0, 1 , . . . ,  — х — 1. (20.69)г=е
Они представляют из себя систему (— х) однородных линей­
ных алгебраических уравнений, связывающих v постоянных 
С, Cj q . Если х +  v >  0, то всем уравнениям можно удовле­
творить подбором (—х) постоянных cJ q ; остальные x +  v 
постоянных останутся произвольными.

При х +  v <  0 система (20.69) несовместна.
При x +  v =  0 число уравнений (20.69) равно числу неиз­

вестных: v = — х. Ранг этой системы может быть равен
либо v — 1, либо V. Действительно, так как v =  — х, то у эллип­
тической функции Ф(z)/X (z) мы знаем полную систему полю­
сов и нулей и на основании теоремы 20.11 можем ее пред­
ставить через функцию о ( г )  в таком виде

jr_  
dz*

Ф(г)
Х (г ) .

т

ф(г) = - с П
а (г — 0)

Х(г) 1 1 1д (2 — Zq) JЯ= 1
если при этом выполняется условие вида (20.52):

S  v</ г ц =  vO =  а — b. (20.70)
<7=1

Значит, при выполнении условия (20.70) ранг системы (20.69) 
равен v— 1 и однородная задача имеет однопараметрическое 
семейство решений

Ф(г) C X ( z ) f ]
<7=1

' »(z — 6) К  
® (* — гч) .

(20.71)

Если же условие (20.70) невыполнено, то эллиптическая функ­
ция Ф(г:)/Х(г) с указанными нулями и полюсами не суще­
ствует, она есть нуль тождественный. Это означает, что 
система (20.69) имеет лишь нулевое решение и ее ранг равен 
v =  — X.

Итогом наших исследований является
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Т е о р е м а  20.12. Однородная задача Римана с индексом х 
в классе двоякопериодических функций с полюсами порядка 
не выше v, , . . . , vm в точках г , , . . . ,  zm соответственно при 
х +  v >  0, где v =  v, +  ... +  vm , всегда разрешима и имеет 
х +  v линейно-независимых решений, определяемых формула­
ми (20.68) и (20.66), (20.59), (20.55).

При х +  v =  0 возможны два случая'. 1) выполнено усло­
вие (20.70); однородная задача в этом случае имеет семей­
ство решений (20.71), зависящее от одного произвольного 
параметра-, 2) условие (20.70) невыполнено-, задача отличных 
от нуля решений не имеет.

При х +  v <  0 однородная задача в указанном классе 
функций решений не имеет.

К этому же самому выводу можно придти, используя 
в качестве канонической функцию (20.67).

6°. Найдем все двоякопериодические решения неоднород­
ной задачи Римана, имеющие в Р„ полюсы z , , . . . ,  zm поряд­
ков v ,, . . . ,  чт соответственно. Как и при построении канони­
ческой функции, здесь приходится различать случаи х =  0 
и хфО.

При * =  0 с помощью канонической функции (20.63) при­
водим неоднородное краевое условие к виду

откуда в случае а ф Ь -^ -к  на основании п. 3° получаем

+  X (z) {С +  ZX (г -  0) +  £  ^  Cj- ч ^  (z -  z q)J , (20.72)

при этом входящие сюда постояннее связаны двумя соотно­
шениями

Ф+ (о Ф- (t) g (Q с
х+ (о х -  (о х+ (о ’ Ь 0 ’

L,
т Q

т

(20.73)

c + D C ( a _ 6 ) +  £ ] 2 сл Л - > ( в1 - г ,)=
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а в случае а =  Ь

2та J  Х+ (х)
и

Vm

+  X  (г)  {с +  J ]  j  сЛ ,  Еу_ ,  ( г  -  г ?) } , (20.74)
9=1 У=1

тп
V V  1 f  г М  А
_ J  '• " 2*i J Х+ (х)
9=1 Го

(20.75)

И в том и в другом случае формулы (20.72) и (20.74), опре-
делающие общее решение задачи, содержат v =  v, -f ... +  vm 
произвольных постоянных.

При у. 0 будем считать, что каноническую функцию 
можно построить в виде (20.66). Тогда общее решение задачи 
при у >  0 запишется в таком виде

Ф (z ) =  ~ ~  ( z - z ) d x  +Ы  J Х+ (х)
и

•V
х т <7

+  Х ( г ) { с + ^ ^ ^ _ , ^ - 0 ) + 5 ]  J ]  <7. Л -«  (* “ *,)}’ (20.76)
ft=l 9=1 j =  1

d\ +
m

9=1 io

g H)
X+ (x)

dz

ii будет содержать у +  v произвольных постоянных. 
При у  <  0 имеем:

Ф(*) =  ^ -  f ^ C ( x - Z)tfc +
2ти J Х+ (х)Lq

ш  ч

+  Х(г ) {С + У ]  £  с* < * -* , ) } .
9=1 7=1

пг

V Cl = —  Г - Ю .* ,
U  ' 4 2 я/ J Х+ (х)

(20.77)

и, кроме того, должны выполняться (— у) условий вида (20.69), 
обеспечивающие регулярность Ф (г) в точке 2 =  0. В эти усло­
вия войдут линейно все постоянные с;-. и С. Из равенства 
(20.77) одну из постоянных можно выразить через
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остальные и подставить в эти условия. Получим систему 
из (— х) линейных неоднородных алгебраических уравнений 

' с v неизвестными, для которой система (20.69) является соот­
ветствующей однородной системой. Опираясь на результат 
исследования системы (20.69), без труда получаем следующий 
общий вывод.

Т е о р е м а  20.13. Неоднородная задача Римана в классе 
двоякопериодических функций с полюсами порядка не выше 
v , , . . . ,  чт в точках z , , . . . ,  zm соответственно при v +  х >  0, 
где у- — индекс задачи, a v =  v, 4- ... +  v/n, всегда разрешима 
и имеет ч +  х линейно-независимых решений, определяемых 
формулами (20.76) или (20.77).

Когда х +  v =  0 и выполнено условие (22.70), задача имеет 
однопараметрическое семейство решений, если при этом 
g(t) удовлетворяет одному дополнительному условию , обес­
печивающему разрешимость неоднородной системы (20.69); 
если же условие (20.70) не выполняется, решение задачи 
единственно.

При у. +  v =  0 единственное решение существует тогда 
и только тогда, если g(t) удовлетворяет —х — v дополни­
тельным условиям.

§ 21. О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ РИМАНА В СЛУЧАЕ ФУКСОВЫХ ГРУПП

В этом параграфе мы изложим коротко основные резуль­
таты, касающиеся решения задачи Римана для автоморфных 
функций, принадлежащих фуксовым группам. В рамках этой 
книги остановиться подробно на этих вопросах, не нарушив 
доступности изложения, невозможно.

Г. При рассмотрении фуксовых групп существенно раз­
личными являются случаи, когда род р фундаментального 
многоугольника группы равен нулю и когда он отличен от 
нуля.

При р =  0 всегда существует простая автоморфная функ­
ция f( z )  с простым и притом единственным полюсом z 0 в фун­
даментальном многоугольнике, знание которой полностью 
характеризует группу. Группа может быть определена как 
совокупность операций, производимых над переменным г и 
не изменяющих значения f(z), так что равенство f ( z )  =  f ( z k) 
является необходимым и достаточным условием для конгруэнт­
ности точек z  и zk . Основной инвариант группы f ( z )  позво­
ляет описать все поле простых автоморфных функций, при­
надлежащих такой группе, как множество рациональных 
функций от /(г) и получить решение задачи Римана в виде 
тех же формул, что и в случае конечных групп. Впервые 
этот материал изложен в работе [79], а позднее более под­
робно в диссертации [80].
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Следует отметить, что при известном основном инварианте 
задачу Римана для автоморфных функций можно решать при 
помощи конформного отображения путем приведения к обыч­
ной задаче Римана на вспомогательной плоскости w, являю­
щейся образом фундаментального многоугольника при ото­
бражении w =  f(z). Каждая пара конгруэнтных сторон гра­
ницы фундаментального многоугольника перейдет при этом 
преобразовании в лежащие друг против друга берега неко­
торого разреза, но этот разрез не будет особой линией для 
функций, полученных из функций автоморфных. Именно этим 
путем решены и решаются многие прикладные задачи, свя­
занные с изучением периодических процессов. И лишь неко­
торые авторы, знакомые с теорией автоморфных функций, 
предпочитают обходиться без конформного отображения 
[21—23, 57, 58, 33].

Характеристика некоторых типов прикладных задач, при­
водящихся к задаче Римана для автоморфных функций, имеется 
в работе [14].

2°. Когда род фундаментального многоугольника р^=0, 
все обстоит сложнее. В этом случае, как мы уже указывали 
ранее, группа характеризуется двумя простыми автоморфными 
функциями / ,  ( г )  и f,(z ) , связанными между собой некоторым 
неприводимым алгебраическим уравнением Q [/i(z), / 2(z)] =  Cl- 
Поэтому при решении задачи Римана здесь приходится обра­
щаться к теории алгебраических функций и замкнутых рима- 
новых поверхностей.

При построении авгоморфного аналога ядра Коши прихо­
дится учитывать, что при р =f= 0 минимальный порядок простой 
автоморфной функции в фундаментальном многоугольнике 
равен р + 1 .  Поэтому у ядра A(z, т) в виде простой авто­
морфной функции по z, кроме простого подвижного полюса 
z  =  x, приходится допускать еще р простых полюсов в фик­
сированных точках а х, а_>,..., а р фундаментальной области. 
Существование такого ядра A (z, т) доказано еще Вейер- 
штрассом [100, гл. И], однако единого алгоритма для построе­
ния такого ядра до сих пор нет и явное выражение A (z, х) 
известно лишь в небольшом числе частных случаев.

По известному ядру A (z, х) базис для построения про­
стых автоморфных функций группы строится также, как в слу­
чае элементарных групп, только теперь каждая функция 
lj(z, z0), кроме полюса z0 порядка j+  1, имеет еще р простых 
полюсов а р. Поэтому при построении простой авто­
морфной функции с заданными полюсами z , , zrn порядков 
v, , . . . ,  vm мы можем по-прежнему записать ее в виде

т

ф (z) =  С +  2  Y  Cj, k S-1 (г> Zk)’
fc=i j= i
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но постоянные С,- k надо взять такими, чтобы ф (z) была ре­
гулярной в точках а1, ,  а р. Это дает р уравнений

ге8*-вуФ(2) ==в°» р, (21.1)

линейных относительно Cj k . Если через со ( 0 < w < p )  обо­
значить ранг системы (21.1), то число произвольных постоян­
ных в выражении функции ф (z) будет равно v — а>+1. Это 
число совпадает с числом, определяемым теоремой Римана — 
Роха [72, с. 125—135]. Известно лишь, что при v >2 p  —2 
всегда ш =  р и функция ф (z) с заданными полюсами суще­
ствует и содержит V — р 4-1 произвольных постоянных. При 
v <  2р — 2 ранг со может быть любым числом из промежутка 
[О, р], зависящим не только от v, но и от расположения точек 

, zm. Характер зависимости со от полюсов и их поряд­
ков до сих пор не установлен и потому при постановке 
задачи Римана в случае р=4=0 точки z x,. . . ,  zm и их порядки 
не могут быть любыми, они должны быть полюсами некото­
рой простой автоморфной функции.

При построении канонической функции однородной задачи 
также приходится использовать свойства алгебраических 
функций. Так, при устранении неинтегрируемых особенностей 
в точках tk(^L приходится использовать трансцендентные 
автоморфные функции

h
Е (z, 0к, tk) =  exp |  A (z, г) с?т] ,

fk
нули которых — точки 0к — определяются из решения неко­
торой проблемы Якоби обращения абелевых интегралов 
[72, с. 296—332]. Часть этих точек будет нулями канониче­
ской функции, остальные — полюсами. Если обозначить число 
нулей через щ а число полюсов — через 7, то разность этих 
чисел даст индекс задачи х.

При отыскании регулярных в фундаментальном много­
угольнике решений получен следующий результат [81]:

При х >  2р — 2 и х +  1 >  р неоднородная задача разрешима 
при любой функции g(t) и имеет при х +  1 =  р единственное 
решение, а в случае х +  1 >  р х — р + 1  линейно-независи­
мых решений. Если 0 < х < 2 р  —2, задача будет разрешима 
лишь при выполнении р — ш дополнительных условий; число 
линейно-независимых решений будет х  — <о +  1 при х  +  1 >  w, 
и решение будет единственным при х +  1 =  ш. При х +  1 <  ю 
неоднородная задача имеет единственное решение только 
при выполнении р — х — 1 дополнительных условий.

Пз элементарных групп отличный от нуля род (р =  1) имеет 
лишь двоякопериодическая группа. Влияние рода на разре­
шимость и число решений в этом частном случае такое же,
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как в приведенном только что выводе, но в виду простоты 
группы там не приходится привлекать теорию алгебраических 
функций при построении решений даже тогда, когда ядро 
A (z, х) выражается через два основных инварианта: функцию 
Вейерштрасса p(z) и ее производную р ' (z) [79, 82].

3°. Фундаментальный многоугольник группы является одной 
из моделей замкнутой римановой поверхности. В последнее 
десятилетие изучение задачи Римана велось не только на 
этой плоской модели, но и на пространственной модели 
в виде сферы с конечным числом ручек (число их равно р), 
и на многолистной поверхности наложения алгебраической 
функции. Составить некоторое представление о полученных 
за это время результатах можно по обзорным статьям [12; 
83; 24; 26; с. 250-252].



ГЛАВА IV

ЗАДАЧА РИМАНА В СЛУЧАЕ СЧЕТНОГО 
МНОЖЕСТВА КОНТУРОВ

Краевая задача Римана и тесно связанные с нею про­
стейшие сингулярные интегральные уравнения в случае 
счетного множества контуров изучались многими авторами: 
Н. И. Ахиезером |2j, И. Н. Карцивадзе и Б. В. Хведелидзе 
[27, 28], С. А. Фрейдкиным [65—67], В. А. Пааташвили 
[45, 46], М. Э. Толочко [63]. Однако до сих пор эта задача 
не имеет еще достаточно полного решения.

В данной главе мы изложим некоторые результаты, 
полученные в последние годы нами и аспирантами И. Г. Са­
леховой, П. X. Мкояном, М. Ф. Кулагиной. Основная часть 
этих результатов еще не опубликована*. В основу метода 
решения положена идея В. В. Голубева [18, с. 87—112], 
предлагавшего рассматривать каждую линию скачков как 
коллективную особую точку, что позволяет при построении 
решений задачи применить основные приемы теории меро- 
морфных функций.

§ 22. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ РИМАНА В СЛУЧАЕ МНОЖЕСТВА 
КОНТУРОВ С ОДНОЙ ТОЧКОЙ СГУЩЕНИЯ И РЕШЕНИЕ 

ЗАДАЧИ О СКАЧКЕ

1°. Пусть в комплексной плоскости дано счетное мно­
жество {/.*}” гладких простых замкнутых контуров Lk„ та­
ких, что если Rk есть кратчайшее расстояние от начала 
координат до Lk, то 0 <  Rx <  R2 <  ..., lim Rk — со; при этом

k-*oo
будем считать, что в конечной части плоскости находится 
конечное число линий Lk и все они лежат вне друг друга. 
На каждом контуре Lk пусть заданы функции Gk(t) и gk(t), 
непрерывные по Гельдеру, при этом Gk(t)^= 0 всюду на Lk.

Назовем функцию Ф(г) кусочно-голоморфной с линиями 
скачков Z.J, Ц , ..., если она является аналитической в лю-

* За время пребывания рукописи в издательстве значительная часть 
результатов, включенных в эту главу, и ряд новых опубликованы (прим, 
автора при корректуре).
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бой ограниченной области, не содержащей точек линий Lk, 
а на каждой линии Lk имеет непрерывные граничные значе­
ния Ф+ (7) и Ф_ (7). Если функция Ф (г) имеет еще полюсы 
в некоторых точках ajt не лежащих на контурах Lk и об­
разующих последовательность {ау}Г с единственной пре­
дельной точкой 2 =  со, то Ф(г) будем называть кусочно- 
м ером орф ной.

Задачу Римана сформулируем следующим образом.
Найти кусочно-мероморфную функцию Ф(г) с линиями 

скачков {!*}“ , имеющую полюсы заданных порядков в точ­
ках последовательности (ау}Г, если на этих линиях за­
даны условия

*>+(t) =  Gk{t)S>-{t) + gk (t), t£ L k, k = \ ,  2 ,... (22.1)

Бесконечно удаленная точка, являясь точкой сгущения 
последовательности особых линий и последовательности 
полюсов, будет, конечно, особой для функции Ф(г). Если 
на характер роста искомой функции при больших \z\ будут 
накладываться некоторые ограничения, мы будем огова­
ривать их особо.

- 2°. При решении задачи мы воспользуемся некоторыми 
понятиями и результатами В. В. Голубева.

Особую линию L кусочно-голоморфной функции Ф(г), 
в окрестности которой она отличается от интеграла типа 
Коши лишь аналитическим слагаемым

Ф (г) =  —  Г dx +  Q (2), (22.2)
2 ад J т — z 

L

будем называть полярной особой линией первого порядка. 
В. В. Голубев рассматривал такую линию как коллектив­
ную особую точку, аналогичную полюсу первого порядка, 
и в представлении (22.2) с этой точки зрения интеграл типа 
Коши называл главной частью разложения Ф (z) вблизи 
полярной линии. Чтобы подчеркнуть аналогию между изо­
лированными особыми точками и полярными особыми ли­
ниями, он ввел понятие вычета Ф(г) относительно линии L, 
назвав таким образом разделенное на 2tti значение интег­
рала от Ф (г), взятого по некоторой замкнутой линии С, 
окружающей L и не содержащей внутри себя других осо­
бых точек или особых линий Ф(г). Простые вычисления 
показывают, что

1 1Г dz 11* SG)dx 1 Г
2 та J1 2 т J1 - — г 2я/ J

dx (22.3)

и что имеет место основная теорема о вычетах:
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Т е о р е м а  22.1. Пусть Г есть замкнутая линия, на 
которой Ф(г) непрерывна и внутри которой находятся 
особые точки ах, ..., ат и особые полярные линии Lx, ..., Lp 
или части этих линий. Тогда

т р

j* Ф (z) dz =  2тй {]£ rese Ф(г) +  £  геэл Ф ( г ) | . (22.4)

Легко получается отсюда и другая известная теорема.
Т е о р е м а  22.2. Если функция Ф(z) имеет в расширен­

ной плоскости конечное число особых точек и особых 
полярных линий, то сумма всех ее вычетов, включая и 
вычет в бесконечности, равна нулю.

При наличии счетного множества {/.й)Г полярных линий 
первого порядка имеет место теорема, аналогичная теореме 
Миттаг-Леффлера.

Т е о р е м а  22.3. Существует однозначная функция Р(г), 
голоморфная в любой конечной точке плоскости, не ле­
жащей на линиях Lk, главная часть которой в окрест­
ности линии Lk есть заданный интеграл типа Коши

F*(z) =  - ! -  Г -M ilL  dx. (22.5)
2та J х — z

Lk

Для доказательства возьмем вполне определенное поло­
жительное число q < \ .  Интеграл Fk(z) внутри круга 
\z \< .q R k есть аналитическая функция и может быть раз­
ложен в ряд Тейлора

Fk(z) =  S  ckjz ’, (22.6)
J=о

%  -  j r K /'ф )  -  J -  j  (22.7)
Lk

В силу сходимости ряда (22.6) по заданному £* >  0 можно 
подобрать такой отрезок этого ряда

/* (« )“  Е  (22.8)
/=о

ЧТО \Fk( z ) —f k(z)\ < е*.
Возьмем теперь сходящийся ряд положительных чисел 

е1 +  е2 +  ... и покажем, что ряд

[/У * )-/* (* )] (22-9)
k=i
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сходится абсолютно и равномерно в любой ограниченной 
области D, если отбросить в нем некоторое конечное число 
членов.

Действительно, любую ограниченную область можно 
заключить внутрь некоторого круга | z | < / ? .  Пусть т — пер­
вое число, для которого R <  qRm. Разобьем ряд (22.6) на 
две части

т —1
/ г(г) =  5(г) +  г(2:) =  \Fk{ z ) —f k{z)] +

СО

+  2  [Fk( z ) - f k{z)\ .  (22.10)
к=-т

Ряд r(z) в круге | г: | <  /? сходится абсолютно и равномерно, 
так как

£  \Fk(z) — /* (z )  К  £  ей.
A—w Дг=//г

Значит, по теореме Вейерштрасса г (г) в этом круге пред­
ставляет аналитическую функцию. Что же касается функ­
ции S(z), то она лишь на многочлен отличается от суммы 
интегралов типа Коши Fx(z) , ..., Fm_x(z), и, следовательно, 
сумма ряда (22.9) в круге является кусочно-голоморфной 
с линиями скачков Lu ..., Lm_x и других особенностей, 
кроме этих т — 1 линий, не имеет. Так как на основании
(22.10) в окрестности любой из этих линий имеем

F(z) =  Fk(z) + Q(z), (22.11)
где 2 (z) голоморфна вблизи Lk и на Lk (и даже всюду 
внутри Lk), то все эти линии Lx,. . . ,  Lm_x для F(z) являются 
полярными особыми линиями первого порядка. Теорема 
доказана полностью.

3°. Опираясь на теорему 22.3, мы можем найти все ре­
шения простейшей задачи о построении кусочно-мероморф- 
ной функции Ф(г) по заданным на Lk скачкам

Ф + (* )-Ф -(*) =  £*(<). t£ L k, k — 2,... (22.12)
В самом деле, имея функции gk(t), мы можем построить 
кусочно-голоморфную функцию F(z), представляющую собой 
сумму ряда (22.9). В силу представления (22.11) имеем

F +( t ) - F ~ ( t )  =  F t  ( t ) - F ^ ( t )  =  gk(t), t£ L k, (22.13)
откуда следует, что F(z) есть частное решение задачи (22.12). 
Чтобы построить кусочно-мероморфное решение задачи
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с полюсами заданных порядков в точках последователь­
ности (ау}Г, возьмем разность R(z) =  Ф (z) — F(z). В силу 
свойств функций Ф(г) и F(z) она, очевидно, является ана­
литической всюду, кроме z =  со и точек ад причем в по­
следних у нее могут быть только полюсы. Значит, R(z) 
будет мероморфной функцией и общее решение задачи
(22.12) запишется в виде

Ф(z) =  R (z )+  2  [Fk( z ) - f k(z)\. (22.14)

Общий член этого ряда можно записать в другой 
форме — в форме некоторого интеграла, обобщающего ин­
теграл типа Коши. Для этого в выражение Fk(z)—f k(z) 
вставляем значение f k(z) по формуле (22.8), где коэффи­
циенты ckJ заменяем их выражениями (22.7). Получим

dx =

(22.15)

Если главную часть функции R(z) в полюсе а; обозначить 
через H j\(z — aj)Tl\, то R(z) можно также представить 
в виде ряда на основании теоремы Миттаг-Леффлера. На 
этом основании полученный результат мы можем сформу­
лировать таким образом.

Т е о р е м а  22.4. При любой последовательности {/.*)“ 
простых гладких замкнутых контуров Lk, лежащих вне 
друг друга и имеющих единственную топку сгущения 
z  =  оо, и при любых заданных на них непрерывных по 
Гельдеру функциях gk(t), задача (22.12) разрешима и ее 
общее решение может быть представлено в таком виде

где Р (г) — произвольная целая функция, а целые числа nk 
и число членов в отрезках hj(z) тейлоровЬких разложе­
ний Hj с центром в z  =  0 подобраны так, что оба ряда
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сходятся абсолютно и равномерно в любой ограниченной 
области, если в каждом из них отбросить конечное число 
членов, содержащих те точки а} и контуры Lk, которые 
расположены в этой области.

4°. Займемся решением следующего вопроса: какие до­
полнительные требования надо наложить на расположение 
контуров Lk и на поведение Ф(2), чтобы целая функция 
P (z ) в формуле (22.16) стала полиномом некоторой степени п 
и задача (22.12) имела бы конечное число линейно-незави­
симых решений? Ради простоты мы будем вести речь 
о решениях кусочно-голоморфных.

Возьмем некоторую простую замкнутую кривую Г, не 
пересекающую контуров Lk, и пусть точка 2 =  0 лежит 
внутри Г. Предполагая, что точка z лежит внутри Г, но 
вне всех Lk, подсчитаем интеграл

г

при помощи вычетов. На основании теоремы 22.1 будем 
иметь

/(2) =  Ф(2) +  J J r e s ^
(Г)

где сумма вычетов 5  берется по всем Lh, лежащим внутри Г. 
Функция Ф (т) (т — z)~l, как функция переменного т, имеет 
внутри Г те же самые особенности (точки и линии), что 
I I  функция ср (т) ( - с  — г)~ \ где <р (г) =  £  Fk (z). Но <р(т) (т — z)~l

<г>
в расширенной плоскости имеет лишь конечное число осо­
бенностей: один простой полюс т =  2 с вычетом <p(z) и ко­
нечное число полярных линий Lk, заключенных внутри Г. 
Поэтому по теореме 22.2 6’ +  ср (z) +  с_г =  0. В бесконечно 
удаленной точке <р(т) как конечная сумма интегралов типа 
Коши обращается в нуль, и, значит, в окрестности т =  оо

9 Н) _  С-2 _|_ с-а 
х — г  х2 х3

так что вычет этой функции с_г относительно т =  оо равен 
нулю. Следовательно, 5 =  — 9 (z) и / (z) =  Ф (z) — £  Fk (z),

(Г)
откуда

Ф ̂  =  s  ^  ^  +
(Г) г

(22.17)
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Так как z =  0 не лежит на Lk, находится внутри Г и для 
Ф (z) является регулярной точкой, то в равенстве (22.17) 
и в равенствах, полученных из него дифференцированием 
по z, можно положить z =  0. Это дает

ф(Л (Q) =  ^ F (j }(0) +  f dx. (22.18)
(?) г

Вычтем почленно из (22.17) сумму равенств (22.18), умно­
женных соответственно на z J/j\:

П

>=о

Ф(Л(0) „У 
У! (Г) 7=0

7-^ (0) 
У!

: 1
z ’ J +

л

Отсюда после несложных вычислений получаем

Ф(2) =  Р„(г) +  5 ^ 7  [ “T I T  ( f ' ) B+Irfx +  /r(z )’ (22Л9)
(Ы '

;=0 р’

Входящая в равенство (22.19) сумма представляет собой, 
очевидно, частную сумму ряда (22.9), когда в отличие от 
общего случая все отрезки рядов Тейлора f k (z) имеют оди­
наковое число членов п +  1. Будем теперь расширять Г, 
но так, чтобы в новом положении она по-прежнему не 
пересекала линий Lk и в ограниченной ею области D все 
время было конечное число этих линий. Ясно, что подоб­
ные положения Г в совокупности составят некоторую по­
следовательность (Г^Г вложенных друг в друга кривых. 
Если при таких деформациях Г интеграл /r (z) будет стре­
миться к нулю, то для функции Ф (z) из (22.19) получится 
представление в виде условно сходящегося ряда

оо
(22.20)

когда в один член ряда объединены все интегралы по Lk, 
расположенным между двумя кривыми Г и Г , последо­
вательности.
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Чтобы оценить интеграл /г (г), обозначим через d и /, 
соответственно, расстояние Г до начала и длину Г. Тогда 
I - 1 >  d, | -с — г | >  flf — | z | и

КГ( г ) К
| г |п+»_____ /

2я rf (rf —• |z | ) шах
•ei'

Ф (Ч (22.21)

Отсюда видно, что если последовательность {Г̂ } такова, 
что отношение lq/dq все время не превосходит некоторое 
конечное число А и при больших | х| на всех кривых Г 
| Ф(т) | <  7V| х |", 7V>0, п > 0 ,  то при любом заданном сколь 
угодно малом е >  0 можно подобрать такое число d, что 
|/ г (г) |< £ , так что ряд (22.20) действительно будет сходиться. 
Из оценки (22.21) следует, что сходимость будет равномер­
ной в любой ограниченной области, не содержащей точек 
контуров Lk.

Если совокупность контуров Lk, расположенных в Dq, 
обозначить через L*, а через g*(t) обозначить функцию
на L*, совпадающую на каждом LkczL*q с заданным скачком 
gk (t), то представление (22.19) можно переписать так:

оо *

Ф И - Р . И +  S i b  J - T E f - ( f ) " + Л - (22-22)
4=1 L*Ч

Итогом изложенного является
Т е о р е м а  22.5. Если существует последовательность 

{Г }Г вложенных друг в друга замкнутых кривых, содер­
жащих внутри себя тонну z =  0, не пересекающихся с кон­
турами Lk и таких, кто на всех Г? отношение IJd  , где 
lq — длина кривой Tq, a dq — ее расстояние до начала, не 
превосходит некоторое конечное число А, то все решения 
задачи (22.12), удовлетворяющие на всех Г условию

|Ф (г)| <  7V|г |" , N >  0, я > 0, (22.23)
определяются формулами (22.19) или (22.22), в которых 
ряды равномерно сходятся в любой ограниченной области, 
не содержащей точек контуров Lk.

Отметим два частных случая.
1. Простой гладкий замкнутый контур L0 или конечная 

совокупность таких контуров лежит внутри полосы — 
< R e z < ^ ,  все остальные линии Lk получаются из L0 
преобразованиями однопериодической группы z  +  2к/г, 
k =  + \, +2 , . . . .  Множество {Lk}Zx  удовлетворяет условиям 
теоремы 22.5. В качестве системы контуров {Г }“ можно 
взять границы следующих прямоугольников с центром
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в начале и сторонами, параллельными координатным осям: 
Tj есть граница части полосы — и <  Re z <  тс, где лежит Z.0; 
за длину основания Г можно взять 2-r.(2q—\), а высоту — 
не меньше 2^(2q — 1). Если отыскивать периодические ре­
шения Ф (z) =  Ф (z +  2«), ограниченные на всех (« =  0), 
что возможно лишь при gk{t) =  g (t  — 2nk), то такие реше­
ния, являясь ограниченными всюду в полосе периода, 
существуют (§ 19). На основании теоремы 22.5 они будут 
представлять собой с точностью до постоянного слагае­
мого равномерно сходящийся ряд

Ф(г )=С  + z Г  g (х) d z  

‘2 т  J х (х — г )
+

( - J L Г Д* (О dz | z j'  Д_* (х )Дх  ]

1 2 т J х (х — z) 1 2 т  J1 x ( x  — z) j

Этот ряд легко просуммировать. Для этого в интегралах 
по Lk за переменное интегрирования вместо х надо взять 
х +  2^k. Это дает

Ф(д) =  С +  ^ -  Г^ (х ){ — — +  
2 т  J ) х — z х

2 (х -  г)
(х — z)2 — 4 я2* 2

или, что все равно,

---------1)-2 — 4 ^ 2  JJ rfx

Ф (г) =  С + 4 т di.

С точностью до постоянного слагаемого получили одно­
периодически аналог интеграла типа Коши, которым мы 
пользовались в § 19.

2. Пусть Z.Q лежит внутри параллелограмма Р  с верши­
нами 0, Шц u)j-)-cb2, u>2, а остальные линии последовательности 
{Lk} конгруэнтны L0 относительно преобразований двояко­
периодической группы г +  2, 2 = /n,iuj + /и2ш2. Примем за Г, 
границу параллелограмма Р, за Г2 — границу параллело­
грамма, составленного из 9 конгруэнтных параллелограммов 
периода, центром которого является Р, и т. д. Будем 
отыскивать двоякопериодические решения с периодами 
(»! и ш2, ограниченные на всех Г Очевидно, эти решения
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совпадают с кусочно-голоморфными решениями, ограничен­
ными в параллелограмме периодов, а они, как нам известно 
(§ 20), существуют лишь тогда, когда все скачки кон­
груэнтны друг другу g,2 (t) =  g {t — 2) и когда

j g (T)rfx =  0. (22.24)
Ц

По теореме 22.5 все эти решения запишутся в виде ряда

Ф <г > = с + Е  S i .
<7=1 Ф „

2 (‘ gk (О dz
х (г —  г)

- =C + S  S i . f ^ >
<7=1 (Dq)

dr.
x — z +  2 x- f Q

который с учетом условия (22.24) легко просуммировать 

1 (z) =  С + jg (x )  [С (Т -  z) -  : (т)] dr.ф|
и

Получили хорошо знакомый нам результат.
Отметим следующий интересный факт. Если от найден­

ного решения вычислить интеграл по границе параллело­
грамма периодов Р, то на основании теоремы 22.1 получим

J  Ф (z) dz =  2Tti resio Ф (z) =  — j* g (x) dr.
l'i Ц

Значит, условие (22.24) говорит о том, что для двояко­
периодических решений задачи о скачке остается справед­
ливым одно из основных свойств эллиптических функций: 
сумма вычетов относительно всех особенностей, лежащих 
внутри параллелограмма периодов, равна нулю.

5Ь. В представлении (22.19) интеграл /г (г) с расшире­
нием Г может стремиться к нулю и при более слабых 
ограничениях на кривые Г и поведение Ф (д) на этих кри­
вых. Оценивая /г (д) по модулю, можем записать

\IV (2)1 < 2гс Г1 Ф( >̂ dr • шах \ - г-
J х€Г X

Когда d —* оо, то есть, когда Г уходит в бесконечность 
всеми своими точками по некоторой последовательности
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кривых Г не пересекающихся с контурами Lk, то при
фиксированном z шах | 1 — г | т | - 1 —*1. Следовательно, пред­

ке г
ставление (22.20) или (22.22) имеет место, если

—*0 при mi n | x |—>оо (q—► оо). (22.25)
-е г

Если Г — любая кривая последовательности {Г?} и Dv — 
область, лежащая внутри Г, то из представления (22.20) 
получаем

<22-2б>
г dt Lk

Величина rq представляет собой, очевидно, остаток число­
вого ряда

оо

£  £  (22-27) 
9=1 (Dq) Lk

Так как

г

то в условиях теоремы 22.5 или при выполнении условия
(22.25) | г | —>0 при <7 — оо. Значит, если решение задачи (22.12) 
удовлетворяет на некоторой последовательности кривых 
{Г?} условиям (22.23) или (22.25), то скачки gk(t) необхо­
димо таковы, что ряд (22.27) сходится.

Обратное несправедливо. Сходимость ряда (22.27) не 
обеспечивает даже существования решения задачи (22.12) 
вида (22.20). Действительно, оценивая общий член uk(z) 
ряда в формуле (22.20), имеем

(/V

Г gk(i) ( - Y +1 * <
w J t — г \  t )

Lk

11 — -  Г 1 П  £ * (т) d,
1 X 1 ) 1 ТЛ+2

Так как | т | >-/?* при то

l - - i > 1 - г > l - i i iX X Rk
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При достаточно большом k величина \z \/R k будет сколь 
угодно малой. Поэтому можно подобрать такой номер kQ, 
чтобы при всех k'^>kq выполнялись неравенства 11— \z\/Rk\ > 

Тогда

I (2) I< I г |"+| ^  J

<V Lk

gk 60
zn + 2 d~

и ряд в формуле (22.20) будет сходиться (равномерно), если 
сходится числовой ряд

ЕЕ J
<7=1 (Dq) Lk

gk (?)
T rt + 2

а не ряд (22.27).

(22.28)

Заметим, что сходимость ряда (22.28) влечет абсолют­
ную сходимость ряда (22.27).

И т о г о м  наших рассуждений является 
Т е о р е м а  22.6. Если в краевых условиях  (22.12) функ­

ции gk(t) таковы, что при некотором целом 0 ряд 
(22.28) сходится, то задача (22.12) имеет частное реше­
ние вида

'w -E  Е£1-£?-(тГЛ (22.29)
<7=1 (Оц)

Этот ряд сходится абсолютно и равномерно в любой 
ограниченной области, не содержащей точек контуров Lk, 
если в нем отброшено некоторое конечное число членов.

Сходимость ряда (22.28), обеспечивая существование 
решения вида (22.29), недостаточна для того, чтобы это 
решение удовлетворяло хотя бы условиям (22.25). Это сразу 
следует из равенства (22.26).

6°. Тем же путем, каким мы пришли к теореме 22.6,. 
можно конкретизировать подбор целых nk при построении 
частного решения (22.9). На основании формулы (22.15) 
запишем это решение в виде

оо
gk С) 
т — г (22.30)

и оценим по модулю общий член этого ряда vk (z), считая z  
принадлежащим некоторому кругу | г | < г < о о .  Так как 
h |  > Rk и |т — — \z \ | при т £ L k, то при \z\=ERk
получим
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к и к - ^ -
-1J _ \ nk+X

Ru I
Ak==~ k  (22-31)

Lk
Подберем такой номер k0, чтобы при всех k ^ k 0 выполня­
лись неравенства 11 — \z\/Rk\^>2~1. Тогда

9 Ah z ,n*+1vk (г) I <  ^  —  (22.32)
* 1 Rk Rk\

и ряд (22.30) абсолютно сходится при z  из круга | г | < г ,  
когда ряд

(22-33)fe= 1
абсолютно сходится при любом г .  Отсюда легко получается 

Т е о р е м а  22.7. Если целые кисла nk >  0 выбраны, так, 
что ряд (22.33) абсолютно сходится при любом z, то 
ряд  (22.30) равномерно сходится в любом конечном круге 
| z | <  г (после отбрасывания определенного конечного числа 
членов).

В самом деле, выбирая номер £0 указанным выше обра­
зом, видим, что в силу неравенств (22.32) при | г | < г  ряд
(22.30) мажорируется сходящимся числовым рядом с поло­
жительными членами

о° /1̂ ,+ ̂

2 V  — (  —  )U  Rk\Rk)k=i
Если все числа nk положить равными одному и тому же 

целому п >  0, то ряд (22.33) превратится в произведение
z n + \ на числовой ряд

2  Л*/Г(п+2). (22.34)
*=i

Это приводит к следующей теореме.
Т е о р е м а  22.8. Если п >  0 есть целое число, при ко­

тором ряд (22.34) сходится, то ряд (22.30) при всех nk =  n 
сходится абсолютно и равномерно в любой ограниченной 
области, не содержащей точек контуров Lk (после отбра­
сывания соответствующего числа членов).
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В дальнейшем мы часто за п >  0 будем принимать наи­
меньшее целое число, при котором сходится ряд

S  akRk (и+,), а * =  Еп (Л*) +  1, (22.35)
к  =  \

где символ Еп означает целую часть числа Ак. Ряд (22.34) 
при этом п также сходится и по теореме 22.8 задача (22.12) 
имеет частное решение

k=\

1 Г gk(^)
2т .) т — г (22.36)

На некоторых множествах М  комплексной плоскости, 
не содержащих точек контуров Z., можно изучить поведе­
ние этого частного решения при больших \z \ .

Допустим, что Л4 =  {Г?}“ есть последовательность зам­
кнутых кривых, вложенных друг в друга и не пересекаю­
щихся с контурами Lk. Последнее свойство мы охарактери­
зуем существованием такого положительного числа 8 >  О, 
что при любых k и q min |т — г| ^>8.  Тогда, обозначаяГ7
через 5 сумму ряда (22.35), из формулы (22.36) получим

|E (z)| < 5 3 - 1|гГ,+1, z £ T q, д =  1,2, . . .  (22.37)

Сложнее получается оценка в случае, когда М есть угол 
a < a r g z < [ 3 ,  а все контуры Lk расположены вне угла 
а  —  у  <  arg£ <  Р  4 -  У ,  где у  >  0 .  При этих условиях для всех 
z ^ M  и т  £(/.*} имеем у  <  arg (z/~) <  2ic —  у ,  откуда сразу сле­
дует, что

Ь — г \>  sin-J-( | т | +  | г | ) . (22.38)

Чтобы проверить справедливость этого неравенства, надо 
вычислить минимум функции | г — е Ь \/(r +  1) при 0 <  г <  оо 
и у <  6 <  2тс — у.

На основании неравенства (22.38) оценка сверху для 
суммы ряда (22.36) получается аналогично соответствующей 
оценке логарифма модуля канонического произведения в тео­
рии целых функций [36, с. 18—22]. Применяя введенные 
ранее обозначения, получаем:
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оо
A k

Rk + I * I
г<  cosec ^ ^

ft=i

n  + 1

Rk <

<  |z |"+1 cosec —

(П + 1 cosec

sft=l
CK

я

a*

f (/?* + |г|)Л* 

<M0
(f + lzl ) t"+‘

n + l

В этом интеграле Стилтьеса v(^) есть считающая функция 
последовательности чисел Rk, в которой каждое Rk повто­
ряется ak раз:

/?!,..., Ry /?2, -  , /?2, (22.39)
«1 «2

Используя известную оценку этого интеграла [36, с. 22], 
будем иметь

| г  I оо

|F (2T)| < | 2 |nc o s e c i Q  vy +f - + | г |  j  - ' f f i f  -) ■ (22.40)
0 I г |

Чтобы коротко сформулировать выводы, получающиеся 
из оценки (22.40), используем следующую терминологию. 
Если

р(Ф, г, а, Э)= max | Ф (ге/в) | ,а<б<|3
то величины

тт—  !п1п[х(Ф, г, а, 3) т —  1П(а (Ф, г , а, 3)р =  lim ----- —--------- — , 0= l i m ---- —----------—
т—.оо I n  Г г -*оо Г'

называются, соответственно, порядком и типом функции 
Ф(,г) внутри угла a <  arg2 <  р.

Т е о р е м а  22.9. В рассматриваемом угле функция 
exp F(z), где F(z) есть сумма ряда (22.36), имеет тот же 
порядок р, что и считающая функция v(^) последователь­
ности (22.39), и тот же тип, если р — нецелое.

7°. Если в ряду (22.33) положить nk =  k, то этот ряд 
становится степенным

оо

k= \
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lim Rk l k+1/ A k =  0.
k-*oo

____ k+\____
Это условие будет выполненным, если lim у  Ak <  оо и,.

k-+oo
в частности, если все Ак ограничены. Значит, справедлива 

Т е о р е м а  22.10. Ограниченность последовательности 
чисел Ak, определенных формулой (22.31), является доста­
точным условием для того, чтобы задача (22.12) имела 
частное решение (22.30), где nk =  k.

Можно указать необходимые и достаточные условия, 
при которых целые числа пк в ряду (22.30) образуют не­
ограниченную возрастающую последовательность.

Т е о р е м а  22.11. Д л я  того чтобы решение задачи (22.12) 
имело вид (22.30), где целые числа пк, обеспечивающие 
абсолютную и равномерную сходимость ряда, составляли 
последовательность вида

— 1 = « !  <  п2 <  п3 <  ..., НшяА, =  оо, (22.41)
k-*oo

необходимо и достаточно, чтобы сумма этого ряда удов­
летворяла условиям

J F(z ) z~(j+l)dz =  0, j  =  nq + 1, ..., nq+x\ <7=  1, 2 ,..., (22.42)
1 Q
если интегрирование производится по любому замкнутому 
контуру Г?, внутри которого лежат точка z =  0 и все 
контуры Lk, k <  q.

Допустим, что задача (22.12) имеет решение вида (22.30) 
с целыми nk, удовлетворяющими условиям (22.41). В силу 
равномерной сходимости ряда F(z) ряды F (z)z~d+l) можно 
интегрировать почленно вдоль любой кривой, не пересе­
кающейся с контурами Lk. Запишем равенство

£(g) =  /  у !  , \  г к~’ Г gk СО dx
z / + .  v  h  h  ) 2ш J  T« fe+ i ( T _ z)  '

k=\ k=q+ 1 Lk x V '

Интеграл от первой суммы по Г? можно вычислить при 
помощи вычетов, при этом по теореме 22.2 надо подсчитать 
лишь вычет относительно точки z  =  оо; но этот вычет ра­
вен нулю, так как наша первая сумма на бесконечности 
имеет нуль не ниже второго порядка. Во второй сумме 
каждое слагаемое представляет функцию, аналитическую 
внутри Г? и интеграл по будет нулем по теореме Коши. 
Необходимость условий (22.42) доказана.

Он будет сходиться при любом z, если
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При доказательстве достаточности берем общее кусочно­
голоморфное решение задачи (22.12), которое на основании 
теоремы 22.4 можно записать в виде

m h+ \

Ф (z) =  Р  (г) +  ^  - L  J  ‘ dz, (22.43)
k=l Lb

где P{z) — произвольная целая функция, а последователь­
ность целых чисел тк^>0 подобрана так, что ряд (22.43) 
сходится абсолютно и равномерно в любой ограниченной 
области, не содержащей точек контуров Lk. Покажем, что 
формула (22.43) определяет единственное решение, удовле­
творяющее условиям (22.42), и это решение имеет вид (22.30) 
с заданными пк, удовлетворяющими условиям (22.41).

Для этого запишем P(z) в виде ряда с неопределенными 
коэффициентами

Р(~)=  Е  4 z k-
k=0

Тогда

1ф (*)
gj+1 - dz —

* = 1  г

mb—J .г к dz 
2т I -

gk (t) _
Tmh+x (•С — z)

=  2тгга,-
oo

S J
k=\ Lk

* gk (T) 4' 1
2m

dz

Легко подсчитать, что

0, когда mk < J и Lk внутри Г?
1 /. mk~j A l f z R dz когда mk < j и Lk внеi!1-»Ph’

1 04

-- c > когда mk >  j и внутри
4 o, когда rnk > j и Lk вне

и условия (22.42) приводят к равенствам

mb>j L, " k < j  L k

откуда находим

v - E s r J
g k  (*) d z

mk>)
S I C g k  (x) d z

2 t4 J t>+i ’ 
mk<i Lk

j  =  nq + 1 ,..., nq+l; q =  1, 2,...
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Эти формулы определяют все коэффициенты а;-, j =  0, 1, ... 
Вставим значения a} в выражение P(z) и, чтобы объеди­
нить оба ряда в формуле (22.43), перепишем P(z) в другой 
форме, когда каждый член ряда содержит интеграл лишь 
по одному контуру Lk. Нетрудно видеть, что интеграл по Lx 
будет входить до тех пор в формулы, определяющие коэф­
фициенты a.j, пока и обязательно со знаком плюс,
ибо Ll лежит внутри всех Г(/. Интеграл по L при /я2 <  я2 
будет входить со знаком минус во все а с  номерами 
j  =  т2 +  1 ,..., я2, а при т2 >  п, со знаком плюс во все a 
j  =  п2 +  1,... , т2. При т2 =  п2 интеграл по L2 вообще не 
войдет в формулы для а и б о  со знаком минус он мог 
войти лишь при у = 1 , . . . ,  п2, но здесь j  <  /я2, а со знаком 
плюс при j  =  n2+ l ,  п.,+  2 ,..., но здесь j > m 2. В общем 
случае интеграл по Lk при тк <  пк войдет со знаком минус 
во все а • с номерами j  =  тк +  1 ,..., пк, а при тк > нк со 
знаком плюс во все а} с номерами j  =  пк + \ , ..., тк. 
Поэтому функцию P (z ) можно записать в виде такого ряда

k=\

Uk(z) =  
k > 2

и к  (г), и 1 (~) =
m <

=  V  — Г g \ P ) d z

L a  2х/ J  т '+l
y=U Lx

т к
VI г>  Г g k  СО mk >  nk,
l l '2т  J x i +1 ’

> = n k + x ' к

" к
2 >  Г g k  (') d z mk <  nk.

1 2 m  J Tj +1 ’
J = m n + 1 L k

Отсюда сразу видно, что правая часть формулы (22.43) 
равна функции F(z), представляющей сумму ряда (22.30) 
при условиях (22.41). Доказательство теоремы завершено.

Из приведенного доказательства следует, что если в ус­
ловии теоремы вместо п , =  — 1 взять любое я, >  0, то 
в формуле (22.43) из условий (22.42) определятся все] коэф­
фициенты a j, начиная с номера я, +  1. Первые nx +  1 коэф­
фициентов останутся произвольными. Поэтому в этом слу­
чае в условии теоремы ряд (22.30) надо заменить другим 
решением задачи (22.12), а именно, решением

пь"И

*-1 Lh

где Pni(z) есть произвольный многочлен степени я,.

(22.44)
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Ничем не отличается доказательство аналогичной тео­
ремы для обычных мероморфных функций с простыми по­
люсами.

Т е о р е м а  22.12. Д л я  того чтобы, мероморфная функ­
ция P(z) с простыми полюсами ах, а2, ... и главными 
частями

имела вид

F ( z ) - P J z )  + ^
*=1

(22.45)

где целые числа nk образуют возрастающую последова­
тельность вида

— 1 <  Пх <  «2 <  й3 <  ...
и обеспечивают абсолютную и равномерную сходимость 
ряда (22.45) в любом конечном круге (после отбрасывания 
членов, имеющих в этом круге полюсы), необходимо и до­
статочно, чтобы выполнялись условия (22.42), где замкну­
тый контур Г? не проходит ни через один из полюсов 
и содержит внутри себя те полюсы ак, для которых 
nk < n g.

В следующем параграфе мы применим две последних 
теоремы при построении одного класса решений о-днород- 
ной задачи.

§ 23. ОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА

Сформулированную в пункте 1° предыдущего параграфа 
задачу мы будем называть однородной, если в граничных 
условиях (22.1) все ^4(^)еееО ( k = \ ,  2,...), так что речь 
будет идти о построении кусочно-голоморфной или кусочно- 
мероморфной функции Ф(г), непрерывные граничные значе­
ния которой на каждом замкнутом контуре Lk из заданного 
множества {Lk)T связаны соотношением

Ф+ (0 =  ОА,(г)ф -(0 , t£ L k, (23.1)
при условии, что Gk( t) ^ H  и Gk(t)=p 0 всюду на Lk.

Мы покажем, что схема решения однородной задачи 
в случае счетного множества контуров остается той же 
самой, что и в случае конечного числа контуров: строится 
каноническая функция, то есть частное кусочно-голоморф­
ное решение задачи (23.1), нигде на конечном расстоянии 
не имеющее нулей, в том числе и на контурах Lk, при
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помощи которого задача сводится к построению аналитиче­
ской функции, имеющей в расширенной плоскости лишь 
известные особые точки.

1°. Прежде чем строить каноническую функцию, обра­
тим внимание на следующее обстоятельство. Если в крае­
вых условиях (22.12) каждая из функций g h(t) имеет на 
соответствующем контуре Lk конечное число точек разрыва 
первого рода tkt ь ..., , так что

=  Sk (Aj -  0) -  gk (tkj +  0) 0, j  =  1 ,..., mk,
а на каждой замкнутой дуге tk } tk j+ x £  Lk по-прежнему 
gk( t ) f H ,  то теоремы 22.3 и 22.4 остаются справедливыми и, 
следовательно, решениями задачи (22.12) будут функции, 
представляющие из себя суммы рядов (22.9) или (22.14) с той 
лишь разницей, что теперь эти функции непрерывно продол- 
жимы на контуры Lk всюду, кроме точек tk и ..., t. ,
где они имеют логарифмические особенности, что сразу 
видно из представления (22.11).

В дальнейшем нам понадобится такое представление 
функции (22.9) или, что все равно, функции (22.30), когда 
все ее логарифмические особенности выделены одновре­
менно в явном виде. Для этого, используя формулы (6.5), 
запишем интеграл типа Коши Fk(z) в таком виде

Ft
/Щ J  Т---

gk СО dx
Z

mk

s/=i

: -  tv
~гт ln -------- .2ki z — z*

где ^  — произвольная точка области D* , а

(23.2)

^  "‘h
gk № =  gk (t) -  £  ?*,■ (0

j=i

непрерывная всюду на Lk функция, если <?kJ(t) =  —  In (t — zk)
2 izi

есть граничное значение из D t  одной из однозначных вет-
Akj

вей функции In (z — zk), на которые она распадается
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в плоскости с разрезом (zk, tk), оо), соединяющим zk и 
z =  oo и проходящим через tkj, ибо при этом 4kj(tkj— 0) — 
-  Ч»*/ (4у +  0) =  . Возьмем теперь общий член ряда (22.9)

ч
Fk (z) -  f k (г) =  Fk (;г) -  £  сы?

/=о

и, используя (23.2), подсчитаем

=  J _  p f  (0 )  =  _ L  J4 i — n ‘ k
2  i z i rrl + 1

/! dzl \ U  2m z ■ zk Jz=0
j=  i

После элементарных преобразований получим

4 1

+  ( - W - : > п ( -гщ .
> 4  j = l

mk
1 Г gk(')d* 1 y i  /  1 1 \

2m J  t*+ i l Z j  2m \ z'k t'kj J
Lu J— 1

, / =  1 ,..., nk

и тогда

( m

Fk(z ) — f k(z) =  j-

mks

gfr (~) 
т  —  Z

di  +

j -1

£
y=l

д*/ ~1п ^ 1 г  N 1 Г  г ‘ 1
2т ч ‘ ;= i  * /

д*7 In
0 - t )

" *  . 
1 V  2

2т
1 = 1 KJ

Здесь

Й к

- Е £ К ‘ - ? ) + Ш;=1 1=1 R

mk nk

;=1 1=1 *
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есть полином степени nk. Применяя интегральную формулу 
Коши и интегральную теорему Коши, видим, что

1
2 та

г=о

Ч т Г * 2ш , L

• Рпк (т) dx
-  1 Г2кг J

Lk

( <г)' z £ D t ,

[ 0 ’ z ^ D k .

1 С Pnk (т) dz
т — г

Поэтому рп (г) можно ввести под знак интеграла, присое-

динив его в качестве слагаемого в gk{t). Если для удоб­
ства использовать первичные множители Вейерштрасса

<7
Е (и, q) =  (1 — и) ехр (У ul\l ) , Е(и,  0) == 1 — и,

;=1

то Fk(z) — f k (z) можно записать в таком виде

где
ТПр

g \  (0 =  s k (0 +  р „ (0 =  Sk (0 -  S  (0. (23-4)
у=1

М * ) =  - ^ 1п£ ( —  ’ (23-5)2кг \  2ft /

На основании формул (23.3) частное решение (22.9) за­
дачи (22.12) представится в следующей форме
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+

00

г  r ic o  . 
J  ( J  *  +

/г=1 L k

In CO ( . 2 )  +  In 2  (2 ) +

m k

У ] ^ - 1 п е (  —  л n X
L J  2 w  V z* V
y = i

z £ D t , k =  1 ,  2 , . . .

00

In со (z) +  In 2 (2), 2 £ D =  n Dk .
k=\

(23.6)

Числа tik в этом представлении таковы, что абсолютно и 
равномерно сходятся одновременно и ряд из интегралов, 
и оба бесконечных произведения

ш (z) =  П
Л=1

П
У=1

2 (2 )=  f |
*= 1

П
У= 1 i -  " * )

2°. Займемся построением канонической функции. Поло­
жим xfe =  IndGA(̂ ) и, выбрав на каждом Lk некоторую 
точку tk за начало обхода, фиксируем вполне определенную 
ветвь In Gk{t). При xk =j= 0 tk для этой функции будет един­
ственной на Lk точкой разрыва первого рода, в которой

д* =  ln Gk {tk — 0) — In Gk (tk +  0) =  2кЫк.
Принимая In Gk(t) за скачок некоторой кусочно-голоморфной 
функции 7(2), на основании вышеизложенного будем иметь

lnGft(0 =  T+ ( 0 - - T W ,  (23.7)
« Ь + 1

+

*=» Lk

In со (2) +  In 2 (2) +  f-k In , nky  z ^ D i ,  & = 1 , 2 , ...

In со (2) +  In 2 (2), z(^D~,
(23.8)

где у* (z) есть ряд из интегралов того же самого вида, что 
и ряд (23.8), только плотностями их являются непрерывные
на Lk функции In Gk (t) — (/), если под (t) =  In E
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понимать значение на Lk одной из однозначных ветвей 
функции кА1п в плоскости с разрезом (zk, tk, оо)^
при этом часть разреза (tk, сю) есть простая линия, лежа­
щая в D~ без пересечений с другими разрезами (Zj, tj, сю); 
бесконечные произведения

cD(z) =  f [ £ Ift( v  «*)• 2 (г ) =  П  Е *к(тк' п*) (23‘9>
* = 1  Л=1

сходятся одновременно с рядами 7(2:) и 7 (z ) абсолютно 
и равномерно в любой ограниченной замкнутой области, 
не содержащей линий Lk и точек zk.

Из соотношений (23.7) имеем на всех Lk {k =  \, 2,...)
_ Т + ( t )  —Y~ ( t )

Gk (t) — e e . (23.10)
Но это представление Gk(t )£H  в виде произведения гра­
ничных значений кусочно-голоморфной функции е1(г) не­
удобно тем, что по крайней мере одна из функций (0
и е~л 10 при наличии обращается в бесконечность в tk.
Избежать этого в данном случае просто. Точки tk являются 
нулями и полюсами функции «(г), и потому отношение

X(z) = е~<(г)
" (z) ,

е1* {z) Q(z) Е хь , пку

z  £ Dt, k =  1, 2,... 
е1* (z) Q(z), z£D~

(23.11)

имеет непрерывные граничные значения Х+ (t) и Х_ (*), 
нигде не обращающиеся в нуль и удовлетворяющие усло­
виям (23.1), или, что все равно, условиям

Gk(t) =  X +(t)/X~(t), t £ Lk. (23.12)
Из формул (23.11) видно, что и вне контуров Lk на конеч­
ном расстоянии у X(z) нет ни особых точек, ни нулей. 
Эту функцию Х(д) мы и будем называть канонической, 
функцией однородной задачи (23.1).

При помощи X (z), используя соотношения (23.12), гра­
ничные условия (23.1) можно записать в виде

Ф+ (0 
х+ (t)

Ф~(0 
х -  (<) ’

t £ L k, k =  1, 2 ,...,

откуда следует, что отношение Ф (z)/X (z) является анали­
тической функцией всюду, исключая разве бесконечно уда­
ленную точку и заданную последовательность полюсов

259'



{a,j\, если решение Ф (z ) отыскивается в классе кусочно- 
мероморфных функций. Значит, это отношение представ­
ляет собой некоторую мероморфную функцию R(z), и лю­
бое решение однородной задачи будет иметь такой вид

Ф ( г ) « Я ( г ) Х ( г ) .  (23.13)

В общем кусочно-голоморфном решении вместо R(z)  будет 
стоять некоторая целая функция P(z).

Определить более точно структуру R(z)  или Р (z) и пол­
ностью решить вопрос о разрешимости и числе решений 
однородной задачи можно, очевидно, лишь в том случае, 
когда некоторыми дополнительными условиями более точно 
описан класс искомых функций и когда наложены опреде­
ленные ограничения на расположение контуров Lk и коэф­
фициенты Gk(t). Сейчас мы получим общее решение задачи 
в двух специальных классах кусочно-голоморфных • функций.

3°. Пусть {Г у  есть множество замкнутых кривых с теми 
же свойствами, что в теореме 22.5. На взаимное располо­
жение множеств {Гу и \Lk\ наложим следующее дополни­
тельное условие: существует такая постоянная 8 >  0, что 
\t — z |>-8 при всех {Lk} и z £ { iy .  Непрерывные по Гёль- 
деру и необращающиеся в нуль коэффициенты Gk(t) будем 
считать такими, чтобы при некотором целом п >  О

оо

£  %Rk" =  TV<  оо, У =  шах {Вк, I y.k I}, 
*=i

В к==~ Ь  5 i l n g * ( t) ^ i *
Lk

(23.14)

При этих условиях будем искать решения однородной за­
дачи, удовлетворяющие условию

Г I -ф  (-z-> ■z~(n+1)dz 
J I ®(г)

•О, д —> со. (23.15)

Числовой ряд (23.14) является мажорантным для ряда
оо

In Gk (Ч 
т— Z (23.16)

так что последний сходится абсолютно и равномерно в лю­
бой ограниченной области, не содержащей точек конту­
ров Lk, в том числе и на всех кривых Г Вычислим на 
производную Г' (z) и оценим ее по модулю. На основании 
теоремы Вейерштрасса Г' (z ) можно найти почленным диф­
ференцированием ряда (23.16):
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*=i Lu
Отсюда сразу получаем

|Г ' (Z) | <  8-1 N \ 2Г 1 {8-1 +  (я -  1) \ г Г 1}. (23.17)
Пусть Ф(г) есть необращающееся в нуль решение одно­

родной задачи. Функция
ф (2) =  Ф (г) ехр [— Г (г)], (23.18)

как отношение двух функций, удовлетворяющих краевым 
условиям (23.1), будет мероморфной. Точки tk на тех Lk, 
где **=7̂ 0, будут ее нулями и полюсами порядка \xk \, а для 
ее логарифмической производной — простыми полюсами 
с вычетами (— хА). В силу условия (23.15) и оценки (23.17)

I ¥  (*) ,-(«+!) 
Ф (2)

dz <  [ z -i*+')dz
J Ф(г) +

+  f \T ' ( z ) z~ (n+l)dz Q —*• сю 0.

Значит, по известной теореме теории мероморфных функ­
ций ф' (г)/ф (г) имеет такую форму:

ф' (г) 

ф ( 2 )
=  Р«-Лг) + J

k=\
— (
2 tk \

А=1

1__
2 —

/г—1

Этот ряд сходится равномерно в любой ограниченной об­
ласти, не содержащей точек tk, что вытекает из условия 
(23.14). Поэтому интегрированием вдоль любой кривой, не 
проходящей через точки tk и соединяющей 2 =  0 с любой 
точкой 2, получаем

In ф (г) =  Рп (2 ) -  ** {in ( l  -
k=\ tk )

П—1

+ 2 -У=о

2-J + l
( / + в  *i+i

=  P n(2) -  я ) .
£-1

261



П о т е н ц и р о в а н и е м  н аходи м

♦ М  =  / ' И П * - * ( 7 Г  • » ) •
Й=1

Подставив это выражение в формулу (23.18), получим об­
щее решение однородной задачи в таком виде

оо

Ф ( г ) = е  nU) e (z)\ \ E ~ Xk(^j- , л )  . (23.19)

Принимая во внимание формулы (23.9) и (23.11), легко 
видеть, что в данном случае

оо

X (2) =  е (г) П  Е~%к ( J -  , n'j (23.20)
*=i

и формула (23.19) может быть переписана таким образом:
Р lz)Ф (z) =  c " u X (2). (23.21)

При такой записи свойство необращения в нуль найденных 
решений видно отчетливо, ибо этим свойством обладают 
оба множителя.

Когда искомая функция Ф(2) имеет нули в конечном 
числе точек аи ..., ат, не лежащих на [Lk\ и {Г?} (среди 
этих точек могут быть и одинаковые), то функция

Ф, (0) =  Ф ( 2 ) П ( г - ^ Г 1
;=1

удовлетворяет краевым условиям (23.1), условию (23.15) 
и не имеет нулей. По только что доказанному она имеет 
вид (23.19) или (23.21) и, значит,

р„ (*) т
Ф(г) =  <? Х (2) | I ( z - a j ) .

;=i
(23.22)

Когда точек {а,-} счетное множество (0 <  | ах | <  | а21 <  ...,
•со при у—>оо), положим

ф(2) =  ф (2:)е - г ^ /д  (2),
где Q (z) — целая функция, имеющая нулями лишь точки 
{а;}. Из (23.15) и (23.17) следует, что
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Значит, если мероморфная функция, стоящая под знаком 
интеграла в фигурных скобках, существует, то она имеет 
такой вид

сю оо

V J z )  Q' (г) =  у  - » »  /  г \"  _ 1 ____/ _г_ \я _
<И*) Q  ( z )  Zj z — tk v  tkI /  Zj z  —  a j \ a j ) ’k=*\ 1

(23.23)

Мы уже знаем, что равномерная сходимость первого из 
этих рядов обеспечивается сходимостью числового ряда 
(23.14). Следовательно, существование нашей функции зави­
сит от свойств последовательности (яу). Если она такова, 
что ряд

£ | я , | - (п+1) (23.24)
1=1

сходится, то второй ряд в равенстве (23.23) сходится рав­
номерно. В этом случае все решения однородной задачи 
с нулями в точках {а,-} определяются формулой

р (2) °°

Ф(г) =  /  X (д) П Е  ( ~  > п) • (23.25)
j - 1 й>

Если же ряд (23.24) расходится, то однородная задача ре­
шений с нулями {a,j} не имеет.

Будем теперь, не меняя условий задачи, отыскивать ее 
решения, удовлетворяющие соотношению (23.15), в котором 
вместо п стоит некоторое целое м]>0. Для функции ф(г), 
определенной формулой (23.18), условие (23.15) с v вместо п 
будет выполняться, если оно выполняется для Г' (z). На 
основании оценки (23.17)

Г' (z)z~ (',+1) dz I <  o~lN  {8_i +  (я — 1) d?”1} J 1z \n 2\ d z |,
тч

откуда видно, что лишь при п — v < 0  предел этого ин­
теграла при q —>оо будет равен нулю. При таких 
решение задачи будет определяться теми же формулами 
(23.21), (23.22) или (23,25), где вместо произвольного поли­
нома Pn(z) степени п надо поставить P v (z). При v < r t  
задача решений не имеет.

Формулы (23.19), (23.22), (23.25) аналогичны представле­
ниям целых и мероморфных функций конечного порядка 
[36, с. 38; 19, с. 80]. И это не случайно. Для решений за­
дачи Римана при рассматриваемом нами расположении кон­
туров {Lk} можно ввести понятие порядка на множестве 
{ГД аналогично тому, как вводится это понятие для целых 
функций на комплексной плоскости или какой-то ее части.
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Пусть Ф(г) есть кусочно-голоморфное решение задачи 
Римана в случае счетного множества особых контуров {Lk} 
и пусть при некотором в >  0 имеет место асимтотическая 
оценка

шах | Ф (z) | <  exp ( | z  |°), q > q 0(°)-гег „

Тогда точная нижняя грань р множества чисел {г}, для 
которых

l" l* W I. . . _ 0, г £ (Г,),
I Z I — оо I Z I

называется порядком функции ®(z) на множестве {Г?}.
Мы не имеем возможности изложить здесь свойства 

решений задачи Римана, опираясь на это понятие. Заметим 
лишь, что построенные нами решения, удовлетворяющие 
условию (23.15), имеют на {Г?} конечный порядок v. Это 
сразу следует из соотношения

C  +  D  +

Г z- (n+l)dz. 
J «(*) 

г?
4°. Предположим, что целые числа пк, удовлетворяющие 

условиям
n-i >  0, пк <  пк+1, lim пк — оо, (23.26)

k—°o
подобраны так, что ряд

J  ^ ( ^ - )  к , Ъ  =  max'{Я*, |** |} (23.27)
*=1

сходится абсолютно при любом z. При этих условиях легко 
найти все кусочно-голоморфные решения однородной задачи 
(23.1), удовлетворяющие условиям

ф7(*)
Ф(г)

z~ii+1)dz =  0, j  =  nq,. . . ,  nQ+j —1; <7 =  1, 2, (23.28)

где Г? — некоторый замкнутый контур, охватывающий z — О 
и контуры Z,i,..., Lq.

Рассмотрим задачу
Т+ (t) — тГ (0 =  In Gk (О, * = 1 ,  2, ...
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Когда ряд (23.27) абсолютно сходится при любом z, эта 
задача имеет частное решение вида (23.8), где числа пк 
те же самые, что и в ряду (23.27). Так как эти числа пк 
удовлетворяют условиям (23.26), то на основании теоремы 
22.11 функция “c(z) удовлетворяет условиям

J 7 (z) г~^+1)йг\= 0, ; '=  nq +  1 ,..., nq+1; д =  1 ,2 ,. . .  (23.29)
г ?

Допустим, что Ф(;г) есть не обращающееся в нуль ре­
шение задачи (23.1). Функция

ф (г) =  Ф (z) е-т (г) , (23.30)
как отношение двух решений однородной задачи, будет 
мероморфной. Точки tk на тех Lk, где будут ее ну­
лями и полюсами порядка J хЛ | , а для ее логарифмической 
производной — простыми полюсами с вычетами (— xft). В силу 
соотношений (23.28) и (23.29)

Г У ® - г~и+1Ыг =  Г z~V+1)dz -  ( У  (г) z~(i+X)dz =  0, 
J +(*) J Ф(г) J

тч 1ч 1<г
j  =  nq , . . . ,  nq+1 — 1; q =  1, 2, ...

Значит, по теореме 22.12

+ (*) -  р.,_, и  +  J
*=i

—

Z — tk

- v . w - 2 4 t ^*=1
Этот ряд сходится равномерно в любой ограниченной об­
ласти, не содержащей точек tk, что вытекает из условий 
сходимости ряда (23.27). Поэтому интегрированием вдоль 
любой кривой, не проходящей через точки tk и соединяю­
щей г =  0 с любой точкой г, получаем

In ф (г) =  Pni (z) —

- S 4 ta0 - i ) + S
г>+1

U + 1 )Цj+1• } "

- p „ w -  л»)-
*=■1
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П о т ен ц и р о в а н и ем  н а х о д и м

♦ I l f - * (-2-. ч ) ,
k=\

откуда

Ф (г) =  е" '  ^  е1 (г) f \  Е ~'к ( f k > «*) • (23.31)
к= 1

Такова структура общего решения однородной задачи, не 
имеющего нулей и удовлетворяющего условиям (23.28).

Пусть искомая функция имеет нули и полюсы в точках 
последовательности {av}. Их можно всегда считать нулями 
и полюсами некоторой мероморфной функции Q (z). Положим

Ф (z) =  Ф (z) е~л (Z)/Q {z).

На основании условий (23.28) и (23.29) будем иметь

П Г _ М
J I +(2)

Г „

+ Q' (2) 
<?(*)

|  'z~a+1)dz  =  О,

j = n q,. . . ,  nq+1 — 1; q =  1, 2, ... (23.32)

Чтобы определить вид мероморфной функции, стоящей 
в фигурных скобках под знаком интеграла, запишем ее на 
основании теоремы Миттаг-Леффлера в такой форме

-К (2) , Q'(2)
Ф(*) 0(2) =  P ( z ) +

А=1

— f  2 \ m̂ +1
2 tk \ tk )

+

(23.33)

где P(z) =  a0 +  ajZ +  ••• — целая функция, а последователь­
ности чисел {тк} и {/?v} обеспечивают абсолютную и равно­
мерную сходимость рядов в любой ограниченной области 
без точек tk и a v. Далее поступаем как при доказательстве 
достаточности в теореме 22.12: из условий (23.32) для опре­
деления коэффициентов a . получаем уравнения

2iггх,-+  £  V * ° +1) -  £  V  * (/+1) —
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-  Е  л, а 7 (;+1) +  £  rva 7 (;+1) =  О,
/>»<У PvW

У == ••• > ^q+1 —— 1> Я ==  ̂1 2, ... ,
откуда найдем все а; с номерами у ^ « , .  Первые коэф­
фициентов а0, а ,,.. . ,  ад j останутся произвольными. Най­
денные значения а} вставляем в выражение P{z), отделяем 
здесь отрезок Pn_l (z) из п х первых членов с произволь­
ными aj и остаток ряда P(z)  складываем с рядами правой 
части формулы (23.33) так, чтобы все слагаемые в P(z), 
•содержащие tk, присоединились к общему члену второго 
ряда, а слагаемые, содержащие aw — к общему члену 
третьего ряда. Получим

Y(z)
Ф(г)

Q' (*) р  
Q (*) "■-1 ( z ) + S

k=i

— f-k
z — tk +

(23.34)

где Dq — область, заключенная между Г?+1 и Г? , и сумми­
рование во внутренней сумме производится по всем a ^ D q. 
Однако следует помнить, что при получении представления
(23.34) мы производили не обычное почленное сложение 
рядов в правой части (23.33), и потому все произведенные 
операции будут законными лишь тогда, когда имеет место 
абсолютная сходимость обоих рядов в представлении (23.34). 
Первый из этих рядов сходится абсолютно и равномерно 
в любой ограниченной области без точек tk в силу сходи­
мости ряда (23.27). Второй будет сходиться абсолютно 
и равномерно в любой ограниченной области без точек a v , 
если абсолютно сходится при любом конечном z  ряд

00 П

E E 4 i ) ' -  (23'35>
Я- 1 <v

Это — ограничение на расположение нулей и полюсов у ис­
комого решения.

Если ряд (23.35) абсолютно сходится при всех конеч­
ных z, то интегрированием равенства (23.34) вдоль любого 
пути, соединяющего z  =  0 и z  п не проходящего через 
точки tk и а ч, и последующим потенцированием найдем 
произведение ф (г) Q (z) и общее решение однородной задачи 
в этом случае получим в такой форме
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Ф (г) =  exp {Pth (г)} X(z)  [~[ f ]  Е "v tiq )  ,
ч=1 <°9>

оо

Х(г)  =  в̂ П я “ * ( ^ ,  /г,).
*=i

5°. Остановимся коротко на решении однородной задачи 
еще в одном классе функций, более узком по сравнению 
с рассмотренными, где разрешимость и число решений 
задачи, как в случае конечного числа контуров, зависят 
и от величин |хА| и от знаков хЛ.

Пусть множества {Lk} и {Г} обладают теми же свой­
ствами, что в 3°. Предполагая, что

оо

^ B k =  N <  оо, =  ̂  J I  In О* (t) dr | , (23.36)

будем искать решения задачи (23.1), растущие на (Гу не 
быстрее, чем целая степень z n, то есть решения, удовле­
творяющие условию

] Ф (z) [ <  AfJ z  |", М >  0, и > 0 ,  z £ ( i y .  (23.37)

При условии (23.36) р я д у

Т (г) =  —  Г 1п0*(т)- —  di  (23.38>W 2тн J t — г т

сходится абсолютно и равномерно в любой ограниченной 
области, не содержащей точек контуров Lk, и сумма его 
7(2) на множестве (Гу ограничена:

1 т ( г ) |< 5 ]
k=l

<  8-1 Е  Bk +  £  5*/?*1 =  Ъ- ' N  +  N v  (23.39)

Поэтому для мероморфной функции <J*'(Z) =  Ф (2) е т (г> имеем 

|ф ( г ) |< М 1|г |п, M j> 0 , z £ { iy .  (23.40)

Рассмотрим отдельные случаи.
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1) Все *а =  0. В этом случае на основании известного 
свойства [36, с. 10] целая функция ф (г), удовлетворяющая 
условию (23.40), может быть только многочленом степени 
не выше п и задача (23.1) имеет п-\- 1 линейно-независимых 
решений

(l){z) =  Pn(z)eUz\  ' (23.41)
2) Все *-к <  0. В этом случае ф (z) опять целая функция, 

но с бесконечным множеством нулей tu (2, ... кратностей 
— xj, — х2, ... соответственно, а такая функция на основании 
той же теоремы [36, с. 10] возрастает быстрее любой поло­
жительной степени г. Значит, здесь ф (г )^ 0  и задача (23.1) 
отличных от нуля решений не имеет.

3) Все у.к > 0 .  В этом случае ф (z) есть мероморфная
функция с бесконечным множеством полюсов поряд­
ков не выше х2, ... соответственно. По теореме Коши 
[35, с. 398—400], если такая функция существует, то она 
обязательно представляет собой сумму следующего равно­
мерно сходящегося ряда

ф (г) =  Р„ (z) +  V £  { Нк (z) -  hk (Z)},  (23.42)

где Р„ (г) — произвольный полином степени п; Hk{z) — глав­
ная часть ф (z) в полюсе tk

Hk{z)
хк
\ i  Аы
h  (2—tky
j - 1

(23.43)

для которых

с произвольными Akj\ lik(z) есть отрезок ряда Тейлора 
функции Hk{z) с центром z  =  0, состоящий из п -f 1 первых 
членов; D — область, заключенная между Г? и Г?+1; вну­
тренняя сумма берется по всем номерам k 
tk £ D q.

Обеспечить существование функции ф (z ) вида (23.42) 
можно за счет произвола коэффициентов Akj. Так, положив 
Ak2 =  ... =  A k х = 0 ,  будем иметь

Hk ( z ) - h k (z) = Ak\
■ tk

z y»+ l
T k )

(23.44)

и, чтобы обеспечить существование функции (23.42) и вы­
полнимость условия (23.40), достаточно взять АкХ такими, 
чтобы

2  Е  \Aki\ R ? = * N n <oo.  (23.45)
«=1 (о,)
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При условии (23.45) сразу видно, что ряд (23.42) с общим 
членом (23.44) равномерно сходится в любой ограниченной 
области без точек tk, а на множестве (Г } имеет место 
оценка

I Нк{г) -  hk (z) | =  | АкХ( — L _  | \  tk J \  г — tk <

<  12П Л . I^* n(8_1 +  R i \
на основании которой получается неравенство (23.40). За­
дача (23.1) имеет в этом случае счетное множество ре­
шений

Ф(г ) - * , И Ё  Е ^ ( т г Г -  (23-46>
7=1 (Dq)

В общем случае, когда Hk(z) имеет вид (23.43), сходи­
мость ряда (23.42) будет иметь место, если постоянные Аь} 
таковы, что

X  £  £  1 А у | / ? * " <  оо.
7-1 (D?) j = 1

А выполнимость условия (23.40) отсюда следует лишь 
в том случае, когда множество {хЛ} ограничено сверху не­
которым целым числом х. В противном случае постоян­
ные Akj должны удовлетворять еще одному достаточно 
сложному условию

£  £  £ ( / — 1)!3- '|Д у|Я Г  <оо.
7=1 [DJ у= 1

При выполнении двух последних условий однородная задача 
имеет счетное множество линейно-независимых решений.

4) Среди чисел есть и xt > 0  и <  0. Здесь меро- 
морфная функция ф (г) имеет полюсы в тех tk, где >  0, 
и нули при xk <  0. Такая функция, удовлетворяющая усло­
вию (23.40), может существовать, а может и не суще­
ствовать.

Действительно, пусть xk <  0 лишь при k — \, 2 ,..., ц, 
а все остальные хЛ >  0. В этом случае можно взять ф(г) 
в виде ряда (23.42) с общим членом (23.44), где постоян­
ные Akl, кроме условия (23.45), удовлетворяют еще равен­
ствам

)(<*) =  о, р  =  о, 1......— **— 1; ^ = 1 , 2,..., ji.
Задача будет иметь бесконечное множество решений (23.46).
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Если число положительных индексов конечно, а осталь­
ные отрицательны, то задача не имеет решений, так как 
в этом случае

Ф ( г )  П  ( z - t k) k
xft> °

есть целая функция, растущая быстрее любого полинома.
Конечное число решений получим в случае, когда 

имеется конечное число положительных и отрицательных 
индексов, а все остальные — нули. Можно построить при­
меры с конечным числом решений и при наличии счетного 
множества >  0 и %к <  0. Условия на Gk(t), при которых 
задача (23.1) обязательно имеет конечное число решений, 
удовлетворяющих условию (23.37), пока не установлены.

§ 24. НЕОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА

1°. Опираясь на решение однородной задачи, просто 
определить структуру любого решения неоднородной задачи. 
Пусть X(z) есть каноническая функция. Используя равен­
ства (23.12), перепишем краевые условия (22.1) в виде

ф+ (0 _  Ф~ (0 
х+ (о х -  (о

gb (0
х+(0 ’

t £ Lk, k — 1, 2,... (24.1)

Опираясь на результаты § 22, мы можем при любых непре­
рывных по Гёльдеру gk (t) построить частное кусочно-голо­
морфное решение задачи (24.1) в виде ряда (22.9) и полу­
чить таким путем частное решение неоднородной задачи 
(22.1) в такой форме

Ф, (z) =  X
со

gk О)
х+ (X) (X- г )

(24.2)

где последовательность целых чисел чк подбирается так, 
чтобы ряд сходился абсолютно и равномерно в любой огра­
ниченной области, не содержащей точек контуров Lk. Чтобы 
получить общее решение неоднородной задачи, надо 
к Ф, (г) прибавить общее решение (23.13) соответствующей 
однородной задачи

Ф (z) =  Ф| (z) + X(z) R (z). (24.3)
2°. Если отыскивать решения неоднородной задачи в ка­

ком-то специальном классе, то на свободные члены gk(t) 
в краевых условиях (22.1) приходится накладывать допол­
нительные ограничения. Так, если при некотором целом 
v >  О сходится ряд
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M S l L d z
X+ (т)

то неоднородная задача имеет частное решение

Ф. (z) =  X
оо

jk  (~)
х+ (т) (X-Z)

удовлетворяющее на множестве {Гу условию

I
Q

^ L - z - ^ d zX(z) О, q со.

Чтобы получить общее решение неоднородной задачи, удов­
летворяющее на множестве {Г̂ } этому же условию, надо 
построить мероморфную функцию ф (z) =  {Ф (z) — Ф, (z)} X (z) 
такого же класса. Если искомое решение Ф(z) кусочно­
голоморфно, то ф (г) будет полиномом степени не выше 
V— 1 и неоднородная задача будет иметь v линейно-незави­
симых решений

Ф (г)■=*=<!>, (г) + Х ( z ) P ^ { z ) .

Если же у искомой функции Ф (z) в точках заданного мно­
жества {ар\ должны быть полюсы не выше заданных поряд­
ков, то ф (z) будет иметь такую форму

р=1
где каждая функция hp{z), являясь отрезком тейлоровского 
разложения с центром в z  =  0 главной части Hp [{z — ар)~1}, 
состоит из v слагаемых и имеет ту же форму, что и P v_x (z). 
В этом случае у неоднородной задачи — счетное множество 
линейно-независимых решений.

3°. При решении неоднородной задачи в классе функций, 
удовлетворяющих условию (23.37), вместо построенной ра­
нее кусочно-голоморфной канонической функции X(z), 
нигде в конечной плоскости не обращающейся в нуль, 
удобно использовать некоторое кусочно-мероморфное ре­
шение однородной задачи X(z), не имеющее нулей и полю­
сов на множествах \Lk| и {Г̂ } и ограниченное на {Г?}. При 
условии (23.36) такое решение строится следующим обра­
зом. Берем удовлетворяющую однородным краевым усло­
виям функцию ехрт(г), где f(z) есть сумма ряда (23.38).
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На основании оценки (23.39) на {Г?} она ограничена, но 
в точках tk^ L k у нее могут быть и нули (при xk >  0) и по­
люсы (при <  0). Поэтому за X (Z) можно взять произве­
дение

X (г) =  2 (2) ехр т (2), (24.4)
где 2(2) есть мероморфная функция, ограниченная на {Г?} 
и обязательно имеющая в точках tk при >  0 полюсы, 
а при ** <  0 нули тех же порядков |*Д.

Чтобы построить 2 (г), возьмем последовательность та­
ких точек \zk), не лежащих на {Lk\ и |Г?), чтобы при неко­
тором целом 0 сходился ряд

оо

£ К К +1, \  =  \zk - t k \. (24.5)
k = \

Тогда бесконечное произведение

2(z) =  f [ ^ ( f r ^  > Р)  (24.6)
k=\

сходится абсолютно и равномерно в любой ограниченной 
области, не содержащей точек tk и zk, если в нем отбросить 
некоторое конечное число членов. Действительно, для мно­
жителей Вейерштрасса имеет место оценка [36, с. 21; 71, с. 51]

| InЕ(и,  /?)|<  А ( р ) \ и \ р+Х.
Поэтому в нашем случае

ч l n £ ( **Zlkk ’ р )

Но при всех k, начиная с некоторого &0

—  t u  IP +  1Zk — tk
z — tk

(24.7)

I z— t k \ > \ \ z \  — Rk\ =  Rk 1
Rk

> R kl2

и в силу этого
f ' Z k  —  t kxAln E - P)  < 2 p+lA ( p ) \ ^ \ ^ k+1R k (p+1), k > k , .

Из сходимости ряда (24.5) и свойств чисел Rk следует, что 
ряд

оо

Е  K l * № (p+1)
*-1

сходится. Значит, сходится и произведение (24.6).
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Когда z£{T }, то \z — tk\> b  и из неравенства (24.7) 
получаем

х, i n , р ) \ < М р ) 8“(р+1) 1 **IДГ1 •

Отсюда следует ограниченность 2 (г) на (Г?):

I2 (z)| <  ехр { Л ( р) о_(-р+1) £  К |Д £ +1}.
k=l

(24.8)

У функции 2 (г), кроме точек tk, нули и полюсы тех же 
порядков К |  (при хА̂ 0 )  находятся в точках zk. Они, оче­
видно, будут нулями и полюсами построенной канонической 
функции X(z).

При помощи Х(г) решение неоднородной задачи полу­
чается по схеме, изложенной в п. 1° этого параграфа. Крае­
вые условия (22.1) записываются в виде (24.1), где 
вместо X (z ) ставится (24.4), откуда при выполнении условия

DkRk 1 <  оо,
k=\

l <  п, D * =  2^Г 1 Х+ (т)
(24.9)

сразу получается одно из частных решений неоднородной 
задачи

Ф,
оо

(г) =  X  (2 ) V  —  Г — S lS ll----------С £ . V + 1
v ; U  :2т J х+ (т )(т  — Z) V ■*)

й=1 ‘ L

(It. (24.10)

Обозначим через К  верхнюю грань функции (24.4) на множе­
стве {Г }. Ее величина легко получается из оценок (23.39) 
и (24.8). Учитывая также условие (24.9), на (Г } будем 
иметь

^ ( zOKIXCzjiJJ i|L
А=1

Г gk(t)
J х'Х+(т)
'-k

i------ 1  V x <

О Д * ' +  ОД* ('+1)} =  ЛГг|г|1. (24.11)
k=\ *=1

При исследовании вопроса о разрешимости и числе ре­
шений неоднородной задачи, рассмотрим те же отдельные 
случаи, что и в п. 5° § 23.
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1) Все y-k =  0. В этом случае Х(г) =  е1(г) не имеет ни 
нулей, ни полюсов в конечной плоскости и общее решение, 
кусочно-голоморфное и удовлетворяющее условию (23.37), 
имеет такой вид

Ф ( * ) - $ ]
А=1

X(z) Г gk со 
2 т  J  Х + ( т ) ( т _ 2)

( ± y idx +  X ( z ) P n (z).

2) Все <  0. Мы уже знаем, что в этом случае соот­
ветствующая однородная задача решений, удовлетворяющих 
условию (23.37), не имеет. Что касается функции (24.10), 
то она также в общем случае не будет кусочно-голоморф­
ным решением задачи (22.1), ибо в точках zk функция X(z) 
имеет полюсы порядков (— \ ) .  Единственным кусочно­
голоморфным решением неоднородной задачи (22.1), удовле­
творяющим условию (23.37), функция (24.10) будет тогда 
и только тогда, когда Ф, (z) z~(l+1>X(z)  в точках zk будет 
иметь нули порядка не ниже (—xft). Разлагая эту функцию 
в ряд Тейлора в окрестности zx и приравнивая к нулю
коэффициенты (г — zk)j , у =  0, 1 ,..., — 1, приходим к до­
полнительным условиям

S 1 Г ______ jk  СО dr_____ _ q
2г.г J  t' + i X + ( t) ( t - zx );

* - !  Lk
7 =  0, 1 ,..., — хх — 1; Х =1, 2 ,..., (24.12)

которым должны удовлетворять свободные члены gk (t).
3) Все y.k > 0 . В этом случае неоднородная задача имеет 

бесконечное множество кусочно-голоморфных линейно-не­
зависимых решений. Чтобы выписать всю совокупность 
этих решений, надо к частному решению (24.10) прибавить 
общее решение соответствующей однородной задачи.

4) При наличии ук >  0 и y.k <  0 функция (24.10) всегда 
имеет полюсы в тех точках zk, порядок которых %к <  0. 
Поэтому при построении общего кусочно-голоморфного 
решения неоднородной задачи обязательно приходится за­
ботиться о его голоморфности в этих точках zk. В некото­
рых случаях этого можно добиться за счет подбора произ­
вольных постоянных, входящих в общее решение (например, 
при конечном числе отрицательных индексов); в других за 
счет выполнения конечного или бесконечного множества 
дополнительных условий вида (24.12), налагаемых на сво­
бодные члены gk(t). Число линейно-независимых решений 
может быть как конечным, так и бесконечным.
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§ 25. СЛУЧАЙ, КОГДА МНОЖЕСТВО {КОНТУРОВ ИМЕЕТ 
НЕСКОЛЬКО ТОЧЕК СГУЩЕНИЯ

Будем считать, что множество {Lk} состоит из замкну­
тых гладких контуров, расположенных вне друг друга и 
имеющих конечное число точек сгущения а,, а2, ..., ат. 
Среди точек сгущения может быть и бесконечно удаленная 
точка; ей мы будем приписывать наибольший номер а.т =  оо.

Множество {Lk} можно всегда представить в виде 
объединения т последовательностей {Z.ft;}“=1, j =  1 ,..., т,
имеющих лишь по одной точке сгущения а Когда ат =  оо, 
мы будем предполагать контуры последовательности {Lkm} 
пронумерованными так, что если Rkm есть расстояние от 
2 =  0 до Lkm, то “

О <  <  # 2т <  -> lim R km =  оо. (25.1)
k -'-o o

Что касается нумерации контуров остальных подпоследова­
тельностей {Lkj}, j  < т, то она такова, что при отображении

контуры последовательности с номером j  переходят в по­
следовательность замкнутых же контуров с точкой
сгущения w =  оо, для которых расстояния dkj от w =  О 
до \ j  удовлетворяют условиям (25.1).

Определение кусочно-голоморфной или кусочно-меро- 
морфной функции, имеющей множество линий скачков 
с несколькими точками сгущения, ничем не отличается от 
случая одной точки сгущения. Остается прежней и поста­
новка задачи Римана. Только при разбиении последователь­
ности \Lk) на подпоследовательности [Lkj\k=l (j  =  1 ,..., т) гра­
ничные условия (22.1) мы будем записывать в таком виде

ф+ (0 =  Gkj (t) Ф- (0 +  gkJ (t), t е  Lkj, (25.3)
j  =  1 ...., m; k =  1, 2,...

1°. Приступая к решению задачи о скачке, рассмотрим 
сначала случай, когда заданное множество контуров {Z.A} 
имеет две точки сгущения и ,= 0  и ^  =  00, В этом случае 
одно из частных решений задачи

Ф + М - Ф - (0 =  &(*), t £ L k, k =  0, ± 1 ,. . .

можно построить также, как в случае одной точки сгуще­
ния, только вместо разложений в ряды Тейлора использо­
вать разложения в ряды Лорана.
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Действительно, интеграл типа Коши Fk(z) по контуру Lk 
с плотностью gk (t) внутри любого кольца 0 < г <  | г | <  <  оо,
не содержащего точек контура Lk, представляет аналитиче­
скую функцию и потому может быть разложен в ряд 
Лорана

оо

И  =  £  ckjz>. (25.4)
j=—oo

В силу сходимости этого ряда по заданному >  0 можно 
подобрать такой его отрезок

пи
Ш =  I  ckjz \  (25.5)

j —"‘k
чтобы

I Fk (г ) ~  f  к (z) I <  гк-
Если из чисел гк >  0 составить сходящийся ряд, то функ­
циональный ряд

оо

F ( z ) =  V \Fk( z ) - f k (z)\ (25.6)
& * =  —  СО

будет сходиться абсолютно и равномерно в любой ограни­
ченной области D, не содержащей Lk, если отбросить в нем 
некоторое конечное число членов. Чтобы убедиться в этом, 
заключим область D внутрь некоторого кругового кольца 
г <  12 j <  R, пусть только контуры L , . . . ,  L имеют точки,

1 р
принадлежащие этому кольцу. Разобьем ряд (25.6) на два 
слагаемых

F (z ) =  S(z) + р (z) =

=  £  [ / \ . ( z )—/ „ . ( * ) ]  +  S  \Fk ( z ) - f k (z)\. (25.7)
j -1 ; 1

Ряд p(z) в кольце г <  | г | <  /? сходится абсолютно и равно­
мерно, так как

оо

|р ( 2 ) К  Б  \Fk(z ) ~  f k (z ) \ <  S  <  £  eA-
kj=')j k¥=*j k——oo

Значит, p(z) в этом кольце представляет аналитическую 
функцию. Что касается функции S (z), то она лишь на ра­
циональную отличается от суммы интегралов типа Коши
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Д, (z / \  (z). Следовательно, сумма ряда (25.6) в кольце
1 Р

r < | z | < / ?  является кусочно-голоморфной функцией с ли­
нией скачков L U- . -U^ 11 других особенностей, кроме

1 р
контуров L L (или их частей), не имеет. Так как на 

1 _ росновании (25.7) в окрестности любого из этих конту­
ров Lk (£ =  v ,,.... чр) имеет место представление F(z) =  
=■ Fk(z) +  2(z), где O(z) голоморфна вблизи Lk и на Lk 
(й даже всюду внутри Lk) то все эти контуры для F(z) 
являются особыми полярными линиями первого порядка 
и в силу свойств интегралов типа Коши на каждом из кон­
туров F + (t) — F~ (t) =  F t  (t) — Fk (t) =  gk (t). Значит, сумма 
ряда (25.6) есть частное решение задачи о скачке.

Общий член ряда (25.6) можно записать в виде интег­
рала, обобщающего интеграл типа Коши. Для этого вы­
числим коэффициенты Лорана

'V
_1
2ш

f-\ (z)
gj+1 j — 0, ±  1, ...,

где Г —любая окружность |z |  =  p, г <  р <  R. Подставляя 
сюда значение Fk(z) и изменяя порядок интегрирования, 
имеем

1 1 Г d- 
2пг J zy+ 1 ("с — г )

Внутренний интеграл легко вычисляется при 
четов:

помощи вы-

г

0 , когда j > 0 И Lk внутри Г,
_ <y'+i)> когда j >  o и Lk вне г,

_  ~-U+1) w » когда j <  0 и Lk внутри Г,

Поэтому
0 , когда y '< 0 и Lk вне г .

Cj >  0 { ‘ы  J ^ . (T) rfx,ZJ+1 ’ Lk вне | z | = R; 0, Lk внутри

ckj =  f°, Lk вне \z\  =  R, 
j <  0<-

j L k вн у три  i z | = r }-

Lk
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Подставив эти значения в формулу (25.5), получим для z  
из рассматриваемого кольца 0 <  г <  |« | <  R <  оо:

(\Л 1 Г Fg k F) Lk вне | z\ = R;/* (2) =  {Е ы,J т7+1 d*,
;=о ‘
tUkу  1 ('■zj - ' g k  Ч) dz, Lk внутри \z\  =  r7л 2тс/J
"  Lk

и в соответствии с этим

1
2 тЛ J  z

Як (')
— г

Fk( z ) - f k {z) 

"*+1
dt,

№ ( т ) ‘
1 Г £* Ч)

2 та
d~,

Обе последние формулы можно
жив — mh =  nb+ 1:

Lk вне | z  = R ,

Lk внутри | z =  г. 

объединить в одну, поло-

(25.8)

но при этом надо помнить, что «А+ 1 > - 0 ,  если Lk нахо­
дится вне окружности |z |  =  /?, и пк + 1 < 0 , если Lk внутри 
| г \  = г .

Что касается членов ряда, у которых Lk лежит внутри 
кольца г < \ z \  < R, то их можно взять в виде интегралов 
типа Коши Fk(z), а можно в форме (25.8), на сходимость 
ряда (25.6) это не влияет.

Разность R(z)  =  (I>(z) — F(z) между любым кусочно­
голоморфным решением Ф (z) и построенным частным реше­
нием F(z) есть, очевидно, аналитическая функция в плос­
кости с двумя выколотыми точками z =  0 и 2 =  оо и, сле­
довательно, представляет собой произвольный ряд Лорана

оо

R ( z ) =  £  $jzj , (25.9)
j ~ —со

сходящийся в любом круговом кольце 0 <  г <  \z\  <  R <  оо. 
Значит, справедлива
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Т е о р е м а  25.1. Когда заданное множество замкну­
тых контуров {L^oc имеет две точки сгущения z  =  О 
и 2 =  оо, задача Ф+ (t) — Ф~ (t) =  gk(t), t(^Lk, k =  0, ±  1,... 
разрешима при любых функциях gk(t), удовлетворяющих 
условию Н, и ее общее кусочно-голоморфное решение имеет 
вид

Ф (2) =  /?(-) +  У] Л -  dz, (25.10)
*=-°° Lk

где R (z) — произвольный ряд Лорана (25.9), а множество 
целых чисел (положительных и отрицательных)
подобрано так, что ряд в формуле (25.10) сходится абсо­
лютно и равномерно внутри любого кольца 0 <  г <  | г | <  
<  R <  оо, если в нем отбросить конечное число членов, 
содержащих Lk из этого кольца.

Чтобы построить кусочно-мероморфное решение задачи 
о скачке с полюсами заданных порядков в точках а} , не 
лежащих на контурах Lk и образующих последовательность 
с двумя предельными точками 2 =  0 и 2 =  о о , приходится 
опираться на теорему Миттаг-Леффлера для мероморфных 
функций в плоскости с двумя выколотыми точками.

Т е о р е м а  25.2. Какова бы ни была заданная последо­
вательность точек {ау}-оо с двумя предельными точками 
2 =  0 и 2 =  о о  и последовательность полиномов Hj от 
(2 — aj)~\ в плоскости с выколотыми точками 2 =  0 
и z =  о о  существует мероморфная функция

Ф(2)= Е  {//,((2 — аф-1) — kj(z)} (25.11)
j ~ — оо

с полюсами в точках , и только в них, и главными 
частями Hj соответственно. Здесь

hj(z) =  V bn z l (25.12)
J~ 9i

есть отрезки лорановских разложений функций Hj((z — aj)~x) 
с центром в z  =  0, в которых целые числа pj и qj подо­
браны так, что ряд (25.11) сходится абсолютно и равно­
мерно в любой ограниченной области, не содержащей 
полюсов, если в нем отброшено некоторое конечное число 
членов.

При отыскании кусочно-мероморфной функции Ф(г) по 
заданным скачкам gk{t) на контурах Lk и заданным главным 
частям Hj([z — aj)~l) в полюсах aj сначала надо построить
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функции F(z) и ф(г) в виде рядов (25.6) и (25.11) и взять 
разность R (z) =  Ф (z) — F(z) — ф (z). Она будет аналитиче­
ской функцией в плоскости с выколотыми точками z  =  0 
и z  =  оо и общее кусочно-мероморфное решение будет 
иметь такой вид

Ф(г) =  R(z)  +  F(z) +  ф(г), (25.13)
где R (г) — произвольный ряд Лорана (25.9).

2°. При наличии более двух точек сгущения у конту­
ров Lk изложенный метод построения частных решений 
задачи о скачке неприменим, так как в круговых областях 
связности больше двух для представления аналитических 
функций нет столь же удобного аппарата, каким являются 
ряды Лорана в круговых кольцах. Поэтому мы предлагаем 
здесь другой прием, справедливый и в случае двух точек 
сгущения.

Представим множество заданных контуров {Lk} в виде 
объединения т последовательностей (Z,A/}*li (у =  1 ,..., т), 
имеющих лишь по одной точке сгущения, и рассмотрим 
задачу о скачке для каждой из этих последовательностей 
контуров отдельно

Ф.j И) ~  Фj И) =  gkj it), 16 Lkj, k = l ,  2,... (25.14)
Если подвергнуть плоскость г дробно-линейному преобразо­
ванию (25.2), то на последовательности контуров 
с точкой сгущения гг; =  оо из условий (25.14) получим крае­
вые условия

Ф/ (С) -  Ф7(С) =  gkj (*j +  С-1), С6 h j . k — \, 2 ,..., (25.15)
где tyjiw) =  Фу(^ +  ге;-1). Опираясь на результаты п. 2° § 22, 
запишем частное решение задачи (25.15)

1 Г gfr; (<*; + С"1) /  w

2тц J —  w  ^  С

где целые числа /г*; >-0 подберем так, чтобы этот ряд схо­
дился абсолютно и равномерно в любой ограниченной об­
ласти, например, в круге |ге ;|< /? , если в нем отбросить 
конечное число членов с особыми линиями XtJ-, лежащими 
в этом круге. Возвращаясь опять на плоскость г ,  из фор­
мулы (25.16) получим частное решение задачи (25.14) в та­
ком виде

)  d С, (25.16)Фу («О =  ]£]
k=l

фш > - £
k= I

1 Г‘ g k j F )  /  ? — а/ 
2 «  J т — Z \  Z — а;

ч
(25.17)
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Чтобы получить частное решение задачи о скачке для 
исходного множества контуров {Lk}y надо взять сумму 
Ф^(г) =  Ф,(г) +  . . .+  Фт (2). В результате получим ряд

Ф
оо т

« - E E s r f
А-1 j = 1 Lkj

gkj СО 
1 — г

(25.18)

сходящийся абсолютно и равномерно в любой области, не 
содержащей точек а ,,..., аот, если в нем отбросить конеч­
ное число членов с линиями Lkj из этой области.

Как и в случае одной точки сгущения, подбор чисел nkj 
можно производить в зависимости от свойств функций 
gkj{t) и расположения контуров Lkj. Чтобы установить эту 
связь, возьмем некоторое число гу- <  оо и при г  из области 
\ z  — ау|> г у- оценим по модулю общий член ряда (25.17). 
Если через dkj обозначить максимум расстояний точек кон­
тура Lkj до точки a.j, то при t(zLkJ

| т — г | =  | г •

11 a.j | <  dkj, 

aj1 -
Z ■— a;

>  r, dkj (25.19)

Мы условились считать контуры последовательности с но­
мером j  пронумерованными в порядке невозрастания рас­
стояний dkj, так что d {j >  d.2j >  ... и Iim dkj =  0. Поэтому

k—► оо

при достаточно большом k величина rffty/ry- будет сколь 
угодно малой и по заданному s, 0 < е <  1, можно подобрать 
такой номер N, чтобы при всех k ^ N  выполнялось нера­
венство

11 — dkjlrj | >  1 — s. (25.20)

На основании неравенств (25.19) и (25.20) для общего члена 
ряда (25.17) получаем такую оценку

где

Ау —
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Значит, ряд (24.17) при \z  — а; | > г ;- мажорируется числовым 
рядом с положительными членами

оо j  П ■

г ^ а - е г 1 ^  (25-21)
*=i 1

Если числа nkj таковы, что этот ряд сходится, тогда ряд 
(25.17) при | z — a.j| >- г;- сходится абсолютно и равномерно 
(после отбрасывания конечного числа членов с номерами 
j  <  Л/, для которых неравенство (25.20) не выполняется).

Если в ряду (25.21) все числа nkJ положить равными 
одному и тому же целому числу п >  0, то он превратится 
в ряд

оо

Е  Akjd l j ,  (25.22)
k=i

умноженный на константу r j n~x (1 — е)-1. Отсюда получается 
такой вывод: если при всех у =  1 ,..., т числовые ряды 
(25.22) сходятся, то все nkj в формуле (25.18) можно взять 
равными п. Ряд (25.18) в этом случае будет сходиться 
абсолютно и равномерно при всех z, удовлетворяющих 
одновременно т условиям \z  — а;-|>Гу, у =  1,..., т, если 
в нем отброшено соответствующее конечное число членов.

3°. Для решений задачи о скачке в случае нескольких 
точек сгущения имеет место теорема, аналогичная тео­
реме 22.5. Приведем ее доказательство.

На расположение контуров заданного множества {Lk} 
наложим такие ограничения. Допустим, что существуют 
последовательности непересекающихся между собой зам­
кнутых контуров у. (Pj =  0, 1 ,...; у =  1,..., т) со сле­
дующими свойствами:

1) все (Pj =  0, 1,...) содержат внутри точку а,- и не
пересекаются с контурами Lk\

2) 1j р. содержит внутри себя Y;, Pj+\-
3) если lj — длина у,-, р , а гу =  шах | -с -  а,-1 при т ^ уу. ^  , 

то отношение этих двух чисел в совокупности ограничено:
lj, pJrj, Pj <  a j , cij > 0  ( j  =  1 ,..., m). (25.23)

Неограниченную /re-связную область, представляющую 
собой внешность контуров у, , у0 , . . . ,  у , обозначим
через D , а внешность всех у,_ 0, у2> 0. ••• - Тт , о — че'
рез D0. В области D n находится лишь конечное число

р\' ’** ’ рт
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контуров Lk. Каждый из них заключим внутрь некоторой 
замкнутой кривой Tkc z D  . Тогда для любого кусочно-
голоморфного решения Ф(.г) задачи о скачке по интеграль­
ной формуле Коши, примененной к области, лежащей вне 
всех ту. и вне всех Гй, имеем:

Ф(.г) =  Ф ( о о ) - J -  f - M L dt -  
2т J t — 2 

dDn .....  ,,

(D p

1
2т

Ф(0 dt,

где сумма берется по всем ГАс :D . Так как кривая Г*
находится в окрестности контура Lk, то на ГА имеет место 
соотношение Ф (t) =  Fk (t) + Qk (t), где 2fe(z) является анали­
тической внутри Tk и на Г*. Поэтому по интегральной фор-
муле Коши, примененной к внешности Г̂ , и к внутрен-
НОСТИ ГА) получим:

1 Г  Ф(() dt 1 Г Fk (0 dt +2яг J z 2~i J  —  г
r* ГА

J L  Г Q*(0 
2т J t — 2 dt =  — Fk (г),

так что 

Ф(г) =  Ф(оо) +  £  Fk (z) — j ‘ - j z ^ d t .  {25.24)
( D p ......  n & D „ .......p1.....>'m’ 1........‘ m

При вычислении интеграла

1
2m dD„ I ф (О-

t — 2 dt

........... m
S i Г Ф(

2m J t -
j=l t. P:

(0 dt

учитываем, что при t ^ j p  и z £ D p p
oo

i i ____j__ у  /  j  -  °± у
Z CLj \  Z dj )t — Z t — <tj — (Z — aj)

v=0

у  d — a/),J l /  t ~  aJ \  !j
2 j  (2 — a;)v + 1 t — Z \ Z  — a / J
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где tij— некоторое пока неопределенное целое число. На 
основании этого представления

—  Г •<!>-««— L  Г
2я/ J t — г 2ni J t — Z у z — ay J

li'Pi V’ PiV Pj

nr  1

v=0

(Z — ay)л (v+ l )

2~! J  Ф (t) — ay) dt
y.Pj

и, значит,
l r j

2я/ J t
ODn .....„

®(0 dt =

FI.....pm
m 1

^  ( Z - a y ) - ( v + l )

S  £/=1 .=0 2 я/ j  ф (0  — a;)v Л  +

7. P•O*

< 2 5 - 2 S >

j=i v .  Pi

Чтобы вычислить интеграл

I S  |  Ф ( ( ) « - . / Л ,

■/.Ру

записываем его в таком виде

<5Л
Р1

где —двухсвязная область, ограниченная Ту, о и Ту.
Интеграл по границе этой области вычисляем при помощи 
вычетов. Учитывая, что особенностями подынтегральной 
функции являются лишь контуры Lk, лежащие в Др и что

res^  {Ф {t) {t — ay)v) =  J Ф (t) (t — a}) dt =
”  4

=  i  J  { ^ (0  +  2ft(0}(^-«y)V̂  =
*  r*
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dt -(t -  V)v
x — t

получаем

=  — ^ 7  j  gk (*=) (x — ajY dT.
Lk

Y, J, Pj =Y,J .  о +  5  ^ 7  j  ^  W O' -  ®y)V * •
<V- > Lb

Здесь постоянные /v . 0 остаются произвольными. Значения 
/ v j p подставим в формулу (25.25). Тогда

— f2w JdD„ . ...

ф(0
t — z

dt ■■

P1.....Pm

y i - i -  Г Л Ж  (Ll  2яг J 7 — z V Z — a; /
J=1 r ■

*  P j

m n j — 1

S  S  /Г <'+'1-
y-1 V=0

m tij—1

7=1 v -0 4̂/>7 Lk

Если в последнем слагаемом поменять местами две вну­
тренние суммы и учесть, что

"У-1

то окончательно будем иметь:

1 г ф(0 ■ dt V 1 1 г Ф(<) /
2та J t — Z 1 м  J 7 —Z V

“ V,. - •Рт j=i1 7-J .P j

т nr \

-  S S  Л. Л0  -  a y ) ~

У=1 V = 0

dt —
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t - 1 <Алу) £*

Подставляя это значение в равенство (25.24), получаем
т  л—1

ф (г) =  Ф (оо) +  £  £  /  , ,, 0 (z -  а,)" (z) +
7=1 v=0 (Do)

+
т П:

^  (25.26)
;=1 (4Р>)

В правой части этой формулы (25.26) заставим все числа 
Pi,..-, р т независимо друг от друга безгранично возрастать 
(по целым положительным значениям). При этом каждая из 
сумм

t t y
превратится в ряд вида

рГ х (Di>j)

V  - L
LU '1 Ш J х —  Z \  Z  —  а ,  /

1 1Г е * Ь )  ,(  ^2я/ J1 x - Z 1*4 2 — а] )
dr,

где в один член ряда объединены все интегралы, взятые по
контурам Lk, расположенным в двусвязной области D

PJ
между двумя соседними кривыми 7. и jj ^  . Таким пу­
тем, полагая

я.—1 т  • }
R (z) =  Ф (со) +  £  £  /  ..0 (z — clj)-  <*+Р

/ =  1 v=0

из формулы (25.26) для функции Ф (z) получим представ­
ление

Ф (г) =  /? (* )+  £  Fk (z) +  
(О.)
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пг со

+ S  S
j=l ГГ1 (DPj) Lk

gk(t) г a —ay
)  Л ,т — Z V Z —ay

если целые числа «у >  0 таковы, ЧТО

lim Г Ф(0 /’ t — ay \"y dt = = 0
РГ°° т J z — t \ 

J.pj
ч Z — ay

для всех у =  1, 2 ,... ,  т.
Нетрудно указать некоторые 

Ф(г), при которых соотношения
ограничения 

(25.28) будут

(25.27)

(25.28)

Для этого оценим интеграл в левой части равенства (25.28) 
по модулю. Учитывая условие (25.23), получим

Г Ф(0 /  t ~ ai \ J
J Z t \  Z ay /

(it <  max | Ф (t) (t — a ) | X
fej.'j.pj

X-
j. pj Miairj, p,

! — ay | ; ( | Z — ay | — Гу Pj)
<

|Z  — y(| Z —ayl —Гу, )

если на последовательности контуров (f;. р }, pj =  0, 1,...

| Ф (* ) ( f -  a,.)"' I <  Му, у =  1 ..... да. (25.29)
Так как г. —*0 при p j—*оо, то при условиях (25.29) все
равенства (25.28) будут иметь место.

Легко видеть, что равенства (2 5.28) будут иметь место 
и при более слабых ограничениях на Ф(г):

lim Г | Ф (t) (t — ау)Лу dt | =  0, 7 =  1, . . . ,  т. (25.30)
РГ°° т, „j. Pj

Итогом изложенного является
Т е о р е м а  25.3. Если функция Ф (z) имеет счетное 

множество {Lk} полярных линий первого порядка с /га >  2 
точками сгущения а , , . . . ,  ат и с главными частями в виде 
интегралов типа Коши Fk (z) и , кроме того, существуют 
такие последовательности замкнутых контуров Ну }
(pj — 0, 1, . . . ;  у = 1, 2, . . . ,  т) со свойствами 1) —3), на
которых при некоторых целых tij >  0 выполняются усло­
вия (25.29) или  (25.30), то Ф (z) представляется формулой
(25.27), где R (z) — произвольная рациональная функция
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с полюсами в топках а,- порядков nj ( j =  1, 2, . . . ,  т) 
и все т рядов при z ^ L k сходятся при условии , что 
в один член объединяются все интегралы по контурам Lk, 
лежащим между двумя линиями 7. р и р_+1 .

Если одна из точек <х;- является бесконечно удаленной, 
например, ат =  оо, то в представлении (25.27) в соответ­
ствующих этой точке слагаемых надо заменить (z  — am)_1 
на z. Таким путем для случая двух точек сгущения д! =  0 
и а2 =  оо из формулы (25.27) получаем

Ф(г) =  /?(*) +  X Fk(z) +
(Do)

+ £ S i J
Pi— 1 (D p {) Lд.

dx  +

+ gk (4 
“C----Z

dx, (25.31)

где

/?(*) =  X M 9-
q=-n i

Если Ti.o —T2;0> то первой суммы по LkczD 0 не будет.
4°. Применим теорему 25.3 при решении однородной 

и неоднородной задачи Римана. Чтобы избежать громозд­
ких записей, ограничимся случаем двух точек сгущения
а ,  =  О И а2 —  ° ° -

Краевые условия однородной задачи запишем в виде

Ф+ (*)=О*(*)Ф "(0. t£ L k, k =  0, ±  1,... (25.32)

и будем считать, что непрерывные по Гёльдеру и не обра­
щающиеся в нуль функции Gk(t) таковы, что при некото­
рых целых п >  0 и т >  2

,v =  X W ' <  w, =  X ^ г Г 2 <  <х>,
k > 0  ft<0

lk = m ax{B k, К | }, Bk = - ^ -  j  I In Gk (x) dx | , (2o.33)
* Lk

rk =  max | x | .
Lh
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Пусть {Гу!!,*, есть счетное множество замкнутых кривых, 
уходящих при q —» +оо всеми своими точками в бесконечность 
так, что отношение l j d q длины lq кривой Г? к ее расстоя­
нию dq до начала остается ограниченным, а при q —* — оо 
стягивающихся в точку z — О. При этом взаимное располо­
жение множеств {Lk} и (Гу характеризуется следующим 
свойством: существуют такие постоянные 8 >  0 и 8, >  О, 
что при всех т £{/.*}

h - z | > 8 ,  z £ ( i y ,  <7 >  О, (25.34)
|т — z | >  8, |т | |г | ,  z £ { iy ,  <7< 0.

Будем искать кусочно-голоморфное решение задачи (25.32), 
не имеющее нулей и удовлетворяющее условиям

ф' (2) z - (n+2)dz 
Ф(2) Я—+оо

О,

I ф,(2) -m+2dz
Ф  ( 2 )

•0.
< 7 - - »

(25.35)

При выполнении условий (25.33) задача (25.32) имеет 
частное решение ехрт(г), где

Т
In Gk (t)

х —  2

+ Е £ И ^ (  t)v  (25Л6)
Здесь оба ряда сходятся равномерно в любой ограничен­
ной области, не содержащей г =  0 и точек контуров Lk> 
в том числе и на всех кривых Гу Возьмем

• ' < * > = У  Ут  + т)
* > 0  L b

+ S = r J
In Gk (x) (  
x — 2 V*<0 т Г ( У -

d" +

di.

Учитывая первое из условий (25.34), на кривых Г? с номе­
рами q >  0 получим

| f  (z) z ~(n+2) | <  8_17V | z  |-2 [8_1 +  ti\z \~ l] +

+  Ъ-'N , | z |-<m+n- 2> [3-1 +  m | z Г 1],
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а на кривых Г с номерами ? < 0  в силу второго условия
(25.34)

| Y  (Z) 2т + 2 1 <  8Г V I  г  \п+т~2 +  8 f W I , 

где N* и N* суть суммы рядов

Л /* =  £  В Д Г  (я+1)(8Г1Я * 1 +  л),
£>0

/vt =  S  1 (oi 1 л* 1 +  т).
*<о

На основании этих оценок и условий (25.35) для функции 
ф (г) =  Ф (г) ё~л г) легко получаем

Г ф ' ( 2) z-(n + 2)dz <  Г Ф ' ( 2 )  +
J Ф (г) J Ф(г)

J Q с ,

+  | 1 т '  (г) 2 {n+2)dz | -*-0, q—*-+оо 

г?

Следовательно, мероморфная в плоскости с выколотыми 
точками z  =  0 и z =  оо функция ф' (г)/ф (г) представляет со­
бой сумму ряда

/г

/=— (т+2) /г>0

=  S  a‘z ‘
/=- (Ш+2)

*<0 7=0

где а. — произвольные постоянные. Эти ряды на основании 
условий (25.33) равномерно сходятся в любой ограниченной 
области, не содержащей точек z  — 0 и tk. Поэтому интег­
рированием вдоль любой кривой, не проходящей через эти 
точки и соединяющей фиксированную точку z0 с любой 
точкой z, получим
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п+ 1
In ф (z) =  In Ф (z0) +  0C_, In —  +  ^  —

/=* — ТП—1

- E * * , n K i '  nл) 1 -k>0

“ S ’1* 1"  K - r -  “ )}•
ft< 0

Чтобы найденная отсюда потенцированием функция ф (z ) 
была однозначной, надо положить а_, = 0 .  Включив в со­
став ро постоянную 1пф(г0) и суммы рядов с общими чле­
нами %k In Е ( z j t k, п) и *k In Е (tk/z0, т), получим

к >  0 * < 0

если через Q (z) обозначить произвольную рациональную 
функцию

/;+ 1

Q (z)=  £  9 / .
/ = — т —1

Значит, общее решение однородной задачи, удовлетворяю­
щее условиям (25.35), определяется формулой

Ф (z ) =  eQ(z)em  ( f - ,  « ) П ^ ~ ~ Х/г( ~ 7 ’ т) '  (25-37)
k>0 *<0

где 7(2) есть сумма ряда (25.36).
При решении неоднородной задачи

Ф+ ( 0 = а д ) Ф " it) + gk{t), t£ L k k =  0, ±  1,... (25.38)

любое из решений (25.37), если, конечно, выполнены усло­
вия (25.33), можно принять за каноническое, положив, 
например,

X (z) =  <?т и  [“] Е ( - у  , П  Е %к ( x f  ’ т )  . (25.39)
/г>0 *<0

и при помощи этой функции привести краевое условие
(25.38) к виду

ф+ (0 Ф- (0
х+ (0 х -  (0

=  gk(t)
х+(0 ’

/ £ Lk, k — 0, ±  1,...
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Отсюда, если функции gk(t) таковы, что при некоторых це­
лых v >  0 и и- 2 сходятся числовые ряды

£  м / г 2,
А>0 *<0

_ L  ГI_£*оо_
2ти J | Х + (т)

Lk

di

легко получаем частное решение неоднородной задачи

ф'(г»-Х(г» { Б ^ 1 ^ Ь г ( т ) ’Л+
А>0 L k

+  y _ L  Г -------- & W -------- / л у - ' * )
и2 шJ Х + (т )(т  — г) Ч г /  Г

ft< 0  IL k

удовлетворяющее на множестве {Г } условиям

I
Ф,(г)
Х(2)

(v+2) ■ О
Q—+01 • 1 Ф.(г)

Х(г) z^dz ■0.
0——°

Чтобы получить общее решение неоднородной задачи, 
удовлетворяющее на множестве {Г?} этим же условиям, 
надо построить мероморфную функцию <{> (z) =  {Ф (z) — 
— Ф( (z)}/X (z) такого же класса. Если искомое решение 
Ф(г) кусочно-голоморфно, то ф(г) будет рациональной 
функцией вида

ф ( г ) =  V  ajZj =  Q (z) 
j — v-

и неоднородная задача будет иметь v +  [j. +  1 линейно-неза­
висимых решений

®( z ) =®, ( z )  +  X (z )Q (z ) .

Если же у искомого решения ®(z) в точках множества 
{ар}!!^ должны быть полюсы не выше заданных порядков, 
то ф(г) будет иметь такую форму

оо

* ( * > - < ? ( * >  +  £  {н(-Л— ' } - ! , ,  и } ,
Р =  —  оо

где каждая функция hp (z), являясь отрезком лорановского 
разложения с центром в z =  0 главной части Нр[(г — ар) ~ \  
состоит из v +  }* +  1 слагаемых и имеет ту же форму, что 
и функция Q (г). В этом случае у неоднородной задачи 
счетное множество линейно-независимых решений.
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5°. Для случая двух точек сгущения остаются справед­
ливыми теоремы, аналогичные теоремам 22.12 и 22.11. Фор­
мулируются они следующим образом.

Т е о р е м а  25.4. Д л я  того чтобы мероморфная функция 
F(z) с простыми полюсами ak, k =  0, ±1 , . . . ,  имеющими 
две точки сгущения z =  0 и z =  оо, и главными частями 
Ah{z — ak)~1, £ =  0, ±1 , . . .  имела вид

ОО Л̂+1
F (z )=  У] )  , (25.40)

LA z — ak \:ak J
k = - o o

где целые числа nk образуют возрастающую последова­
тельность вида

nk < n k+ „ я0 =  — 1, lim nk = ± o о, (25.41)
k - * ± o o

и обеспечивают абсолютную и равномерную сходимость 
ряда  (25.40) в любом кольце г <  | z  | <  оо (после отбрасы­
вания членов, имеющих в этом кольце полюсы), необхо­
димо и достаточно, чтобы выполнялись условия

j  F(z) г -д + хД г  =  0, 
сч

j = n q + 1 ,..., nq+i; q =  0, ±  1 ,..., (25.42)

где замкнутый контур Cq содержит внутри себя z =  0 
и те полюсы ak, для которых k <  q.

Т е о р е м а  25.5. Д ля  того чтобы кусочно-голоморфная 
функция F(z), имеющая счетное множество полярных 
линий первого порядка Lk с двумя точками сгущения z =  0 
и z  =  оо и с главными частями Fk(z) вблизи этих линий, 
имела вид

F(z) = S 1 Г £/,■(-) 
2 та j  х — z

k ——oo L ̂

dz,

где целые числа nk, обеспечивающие абсолютную и равно­
мерную сходимость этого ряда, образуют последователь­
ность со свойствами (25.41), необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись условия  (25.42), где Cq есть любой 
замкнутый контур, содержащий внутри себя z =  0 и все Lk 
при k <  q.

Доказательство этих теорем проводится по тем же схе­
мам, по которым доказываются соответствующие теоремы 
в случае одной точки сгущения. Небольшое отличие имеется
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лишь при доказательстве достаточности, когда из условий 
(25.42) приходится определять коэффициенты некоторого 
ряда Лорана, а не ряда Тейлора.

Таким же образом доказывается теорема 25.4 в случае 
кратных полюсов. А вот в случае более двух точек сгуще­
ния проверить справедливость этих теорем мы не мо?кем 
из-за отсутствия удобного аналога рядов Лорана.

Покажем, как применяются теоремы 25.4 и 25.5 при ре­
шении однородной задачи в одном из классов кусочно­
голоморфных функций.

Пусть целые числа
... <  п_х <  п0 <  — 1 <  /г, <  п2 <  ... 

подобраны так, чтобы ряд
оо nk + 1

S  Ц ~ )  • Е*=тах{ДА, I н  | }, (25.43)

где pft =  Rk при k >  0 и рk =  rk при k <  0, сходился абсо­
лютно и равномерно при любом z, 0 < | z | < o o .  Найдем 
не обращающееся в нуль решение однородной задачи, 
удовлетворяющее условиям

Г { ) z~(1+X)dz =  О,
J ф <*)

У =  Я9, пя+1 — 1; (/ — 0, ± 1 ,.. . ,  (25.44)

где С — некоторый контур, охватывающий z =  0 и все Lk, 
k <  q.

Из условия (25.43), следует, что задача (23.7) имеет 
частное решение 1

7 (z ) = 1  ̂ In G»(t) / г \ n*+1

2то J т — z \  х )
Lb

di,

где целые числа tik удовлетворяют условиям теоремы 25.5. 
Поэтому имеют место соотношения

j -\{z)z~(1+X)dz =  0, j =  пц +  1, ... , л?+1; q =  0, ±  1,... (25.45)

Рассмотрим отношение двух решений однородной задачи 
ф (г) =  Ф (z) exp {— у (z)j, представляющее собой мероморф- 
ную функцию с нулями и полюсами в тех точках tk<̂ Lh, 
где х*=У=0. В силу соотношений (25.44) и (25.45) для ее 
логарифмической производной имеем
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Г ± W - Z-  o+')d z =  [ ± J ± L z - u + D d z _  
J 'Иг) J Ф (z)

c? 'c?
— J ф (z) z~ (i+l)dz — 0,

S
j  =  nq, ..., nq+l -  1; <7 =  0, ±1 , . . .

Значит, по теореме 25.4

Этот ряд сходится равномерно в любой ограниченной об­
ласти, не содержащей точек tk, что вытекает из сходи­
мости ряда (25.43). Поэтому интегрированием вдоль любой 
кривой, не проходящей через точки z  =  0 и и соединяю­
щей произвольную точку z  с некоторой фиксированной 
точкой z 0 Ф 0, получаем

In ф (z) =  In ф (z0) —

- £ Ч |пk>0 I/-О

zJ+i — 4 +l )
(У + 1)^+1 >

Потенцированием находим

Ф =  пк̂  \ \ Е ~ ' к тку
к>0 *<0
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Значит, условиями (25.44) решение однородной задачи опре­
деляется с точностью до постоянного множителя.

<Hz) =  CeUz)[ ] E - Xk( j - ,  я * ) П ^ ( ~ Г ’ mky
k>0 k<0

Очевидно, это решение может быть записано в таком виде: 
Ф(2) =  СХ(г).

6°. При любом числе точек сгущения (конечном) влия­
ние знаков индексов *k на разрешимость и число решений 
задачи Римана проще всего проследить на классе ограни­
ченных кусочно-голоморфных функций в условиях тео­
ремы 25.3, однако из-за громоздкости выкладок мы эти 
рассуждения не приводим. К сожалению, мы не имеем воз­
можности изложить здесь также ряд интересных резуль­
татов, касающихся решения рассматриваемой задачи в классе 
функций, имеющих в некоторых углах с вершиной в начале 
заданный конечный порядок, и связи между задачей Римана 
для счетного .множества разомкнутых контуров и задачей 
Римана для одного бесконечного контура, исследованной 
подробно Н. В. Говоровым. Это потребовало бы изложения 
значительного по объему вспомогательного материала. За­
метим лишь, что между задачей, исследованной Н. В. Го­
воровым [15—17], и рассмотренной нами задачей Римана 
для счетного множества контуров существует большое 
внутреннее сходство. Они относятся, по терминологии 
Н. В. Говорова, к числу граничных задач с бесконечным 
индексом. С другой стороны, задачу Римана для счетного 
множества контуров можно рассматривать как граничную 
задачу для аналитических функций на открытой римановой 
поверхности, граница которой состоит из конечного числа 
точек — точек сгущения особых контуров.

Из опубликованных работ при написании этой главы 
использовались работы [84—88].
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